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CORSO 

D I 

GEOMETRIA ELEMENTARE 

DIVISO IN BUE VOLUMI 


V O L. II. , 

Che contiene i Libri undccimo , e duodecimo degli ^ 
Elementi di EUCLIDE ^ ed una nuova esposizione 
de primo Libro di. ARCHIMEDE sulla Sfera , e 
sul Cilindro , c deirallro della Misura del Cerchio : 
con note in line . 
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DI. 

EUCLIDE 

% N 

Emendati in que’ luoghi ne’ quali una volta fu- 
rono VIZIATI DA TEONE , O DA ALTRI, E RESTITUITE- 
VI ALCUNE DEFINIZIONI , E DI3IOSTRAZIONI DELLO 
STESSO EUCLIDE . ' ^ 

Da V. FLAUTI 


TERZA EDIZIONE 


Oplime illi mihi de Geometria meriti esse videntur / 
qui in anliquis auctoribus émendandis , illustrandis- 
que operam posuerunt , 

Tosi. Praef- in Akch- 



I a t 3. 
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PRE F A ZIQNE 




CjTLì Eletn-enli di Euclide cosi delti vengon 
compresi ordinariamente in XV. libri , de’ quali i 
primi due, come finora si è veduto nel primo vo- 
lume di questo Corso , Uan per oggetto la natura 
e le proprietà de’triangoli e de’ parallelogrammi,, 
colle verità che a queste sono correlative , ed 
i problemi , che ne dipendono : il III® ài occu- 
pa del cerchio e nel IV® si tratta di alcune 
figure regolari iscrittibili e circoscrittibili ad esso 
co’ metodi della Geometria Elementare . Nel V® 
si esamina la grandezza in generale paragonata) 
ad un altra j e questo libro , che per inciden^ 
za trovasi compreso tra quelli di Geometria Ele- 
mentare , non appartenendo ad essa esclusivamen- 
te, è un’ immensa miniera di ripieghi geometri- 
ci , onde risolvere infiniti ardui Problemi , c 
per dimostrar molte verità complicate , che in- 
vano si tenterebbero altrimenti . Esso forma ia 
somma la base de’ metodi di risoluzione impie- 
gati dagli antichi nello scioglimento de’ ProMe- 
mi , e nella dimostrazione de’ Teoremi . Final- 
mente nel VI® libro si trovano applicale le teorie 
generali esposte nel V® a’ rapporti speciali , che 
serbansi tra loro le diverse figure piane reltilb- 


Digitized by Coogle 


i(> PREFAZIONE 

nee ; donde infiniti Problemi riguardanti tali fi- 
gure possonsi anche facilmente risolvere . 

Esaurita in tal modo questa parte di Geome- 
tria, che riguardava le figure piane , par ragione- 
vole eh’ Euclide avesse dovuto passare ad occu-' 
parsi delle stesse ricerche pe’ solidi . Intanto 
queste altre teorie da tutti gli antichi , ed i mo- 
derni espositori degli Elementi vengon com- 
prese nell’ XF , XIP , e XIII® libro , e tra 
quelli c questi vi si trovan frapposti quattro 
altri libri , de’ quali i primi tre , cioè il 
''VII®, Vili® , e IX® trattano di alcune teorie 
generali ed astratte concernenti la quantità di- 
screta , cioè i numeri . E questi libri che oggi 
giorno , dopo l’ invenzione della volgare Arit- 
metica , e della speciosa sono poco letti , con- 
tengono una profonda dottrina , e delle verità 
grandi per coloro che si occupano delle ricer- 
che aritmetiche . Si trovano in fatti dimostrate 
in essi molte verità , e risoluti alcuni Proble- 
mi in una maniera preferibile a quella che ta- 
luni valentissimi Analisti hanno tennta nelle loro 
opere , avvalendosi delle immense risorse, che of- 
fre per tal argomento 1’ Analisi moderna . Nel 
X® libro poi si ragiona estesamente delle quan- 
tità incommensurabili, cd irrazionali , e con tale 
profondità , che senza dubbio alcuno può dirsi , 
che forse con tutti i moderni metodi sarebbe dif- 
ficile a chiunque il poter con pan precisione , 
chiarezza c brevità fare altrettanto . Ma eccone 
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PREFAZIONE 7 

di questi libri un’indicazione un poco pib estesa. 

Il VIP libro ha 4* proposizioni , delle qua- 
li 35 Teoremi , e 6 Problemi . Que’ Teoremi 
espongono la natura de’ numeri primi , e mol- 
te proprietà riguardanti il rapporto de’ nume- 
ri , analoghe a quelle , che per la grandezza 
in generale si erane dimostrate nel lib. V® ; e 
nella Prop. i6 vi si dimostra con maggior pre- 
cisione che non ha fatto qualche moderno Anali- 
sta, che non si altera il prodotto di due numeri^ 
se V un di essi si multiplichi per l’altro , o pur 
questo per quello. I problemi poi di questo libro 
hanno per oggetto il rinvenire la massima co- 
mune misura di due o più numeri <Mti non pri- 
mi tra loro ; la qual ricerca e condotta in un 
modo analogo a quello di cui ci serviamo nella 
nostra volgare jlritmetica , e nella speciosa ; o 
par la minima comune misura ; il determina- 
re ira tutti i numeri che hanno un dato rap^ 
porto quelli che sono primi tra loro ; e final- 
mente il ritrovare annumero minimo che abbia 
parti date . 

L’ VlIP libro contiene i5 Teoremi , e » 
Problemi . Ne’ Teoremi Euclide comprende le 
ricerche su i numeri primi , espone alcune al- 
tre singolari proprietà sulla proporzioo de’ nu- 
meri , e quelle de’ numeri piani e solidi , e 
de’ numeri quadrati e cubi , le definizioni de^ 
quali erano state da lui premesse al libro 
VII® i c tra essa merita principalmente d’ es- 
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ser notato.il 5^ , ove si dimostra , che i numeri 
piani hanno ti'a loro u^a ragione composta 
dalle ragioni de’ lati ; donde il Sirason e noi 
abbiamo ricavato un sicuro argomento per con- 
chiudere, che non è di Kuclide l’ordinaria defini- 
zione della ragion composta che trovasi al prin- 
cipio del lib. YI'^( Feg. la nota alla def, A del 
lib. V° nel voi. i ). Ne’due Problemi poi si pro- 
pone egli a rinvenire de’ numeri minimi conti- 
nuamente proporzionali , . la ragion de’ quali 
sia data \ e de’ numeri minimi in continua 
proporzione , che serbinsi qualunque ragioni 
date tra numeri anche minimi . 

Continua nel libro IX®, che ha 56 Proposi- 
zioni, cioè 54 Teoremi, e a Problemi , ne’ primi 
ad esporre la natura de’ numeri quadrati , e cubi , 
ed alcune altre proprietà della proporzion de* 
numerile de’ numeri primi , Tra questi è de- 
gno di massima avvertenza 1’ ultimo in cui di» 
mostra , che se dall’ unità in poi si prendano 
de’ numeri continuamente proporzionali in ra- 
gion doppia yjìnchè quel numero che risulta 
dalla somma di tutti questi termini sia pri- 
mo\ una tal somma multiplicata nell’ultimo di 
que’ numeri proporzionali darà per prodotto 
un numero perfetto , cioè uguale a tutte 
le sue parti prese insieme (i) ; la qual ricer- 
ca, che la molto onore al geometra antico che ne fu 

ri) dcf. 13. vn. , 
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i’invenlore , trattata anche co’nostri mezzi attuali, 

dice bene il Sig. Montucla , esige un artifizio 

particolare (a). L’ oggetto poi de’ due Problemi di 

questo libro si è il determinare se possa' rinve- * 

nirsi dopo due numeri dati il terzo proporziò~ 

naie , o il quarto dopo tre . 

Finalmente il libro X® tiene 117 Proposizioni, 
e <)3 di esse sono Teoremi , ne’ quali si espongo- 
no le caratteristiche delle quantità incommensu- 
rabili , e delle commensurabili (3); ove tra le 
altre cose si dimostra , che il rapporto di queste 
•sia esprimibile in numeri, e non cosV quello 
delle prime ; e lo stesso pe’ quadrati , e cubi , 
che da tali quantità si formano : donde se nc de- 
duce la bella verità , che le linee rette commen- 
meii^urabili in lunghezza^Io sono anche in poten- 
za , cioè ne’ quadrati c nc’ cubi ; ma che al con- 
trario quelle linee rette^ che sono commensura- 
bili in potenza , non lo sono sempi'e in lungliez- 
za:dì più che le lineerette incommensurabili in 
lunghezza ; non lo sono sempre in potenza ; che 


(2) Il Sig. Montucla nel parlar di una tal ricerca la dà 
coinè esposta in un Problema : essa però non vien recata da 
EacHde che in forma di Teorema . 

( 3 ) Il concetto di tali graddezze vien. da Euclide chiara- 
mente stabilito nelle deff. 1,2 del libro X®, è nelle seguenti so- 
no caratterizzate le differenti specie , ed i diversi ordini d’ 
incommensurabili, e le quantità cosi dette razionali, ed irrazio- 
nali . L’esistenza di queste grandezze in Geometria ,che vien da 
Euclide comprovata nel presente libro , come si dirà nel de- 
corso di questa Prefazione , rende nullo ogni concetto arit- 
metico per istabilire 1 ’ uguaglianza delle ragioni , 
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quelle poi che sono incommensurabili in potenza 
debbono esserle anche in lunghezza (4) . Io se- 
guito passa a trattare delle quantità irrazioDali(5), 
cdalla’teoria che su queste stabilisce ne deriva 
iMiOve verità per le quantità incommensurabili . 
In somma son tante le cose eh’ Euclide dimostra 
in questo libro , che sarebbe lo stesso che ecceder 
di molto i limiti di una semplice indicazione , 

11 volerle qui minutamente notare ; che perciò 
ci ristringeremo a far osservare solamente , eh* 
egli chiude un tal suo libro col dimostrare , che 
la diaconale , ed il lato del quadrato sono 
incommensurabili tra loro , e ciò vicn esegui- 
to con un artifizio veramente maraviglioso . 
Egli fa vedere , che per poter un tal rap- 
porto venir espresso da quello di un numero ad 
un altro f bisognerebbe che un numero fosse nel 
tempo stesso pare ed impare ; il che è impossibi- 
le . Ed a questo proposito con molto giudizio 
cosi ragiona il Sig. Montucla ; m Io non so 
» se la dimostrazione diretta , poiché ve ne 
» ha una , sia tanto convincente quanto il ri- 
»j piego preso da Euclide; e per questa ragione 
» mi sembra che quelli i quali nelle loro edizio> 
» nidi Euclide hanno cosi cambiata una tal dimo- 
ri strazione hanno avuto torlo. Che che ne sia, ho 
■» vedute molte persone, anche istruite in Geome- 
M tria non dar per dimostrazione di quest’incom- 


ti) Cor. Prop. 9. X, ( 5 ) Teor. 17 e seg-. 
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» mensurabilità, che T impossibilità di estrarre la 
» radice quadrata dal 2 per mezzo dell’ appros- 
» simazioae m decimali . Ma chi è colui che ha 
» ancora provato che quest’ approssimazione sia 
» interminabile ? Ed io ho conosciuto un uomo 
» che faceva 1’ Architetto ostinarsi a continuar- 
» la , sperando sempre di giiignere ad un ri-* 
» sultato esatto . Egli era giunto già alla loo™» ’ 
» cifra decimale .• Quanti stenti si avrebbe ri- 

sparmiati se avesse letto e capito Euclide (6) 1 
Inoltre una tal dimostrazione c seguita da uua 
continuazione , che in taluni codici antichi si 
trova anche esposta come Scolio , ove Eu- 
clide offre altri esempj di quantità incom- 
mensurabili presi tra le figure piane e solide ; 
ma di ciò avremo occasione di parlarne più ap“ 
presso . Intanto per non tralasciar di dire qualche 
piccola cosa dé’ Problemi che risolvonsi in 
questo libro farem notare solamente , che tra 
gli altri si cerca la massima comune misura di 
due , di tre , o più quantità commensurabili : 
certe linee incommensurabili in lunghezza ed 
in potenza , con certe condizioni date : le quan- 
tità cosi dette medie commensurabili in potenza 
solamente, le quali contengono un razionale , o 
un medio cc. 

Prima di lasciar quest’ argomento proporrò per 
digressione una mia non inutile congettura . L 


(6) Histoìre dcs Mathemaliqu'es Pari, t. lib, IV . itum, IL 
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anello di connessione tra V Aritmetica , e V Al- 
gebra sono statQ , come tutti sanno , le quistio- 
jii indeterminate proposte su i numeri; ed i libri 
e IX'^degli Elementi ci mostrano ad 
evidenza , cbe fin da’ primi tempi della Geome- 
tria molto si era fatto intorno ad esse . Or s’ è cosi» 
«e se noi troviamo in Euclide usate le lettere alfa- 
• Letiche per dinotare sì le quantità note , cbe le 
incognite de’ Problemi Aritmetici su numeri in- 
determinati ; perchè non potrem giustamente di* 
pecche rintrodiizione dc’simboli nella nostra Arit- 
metica speciosa abbia avuto un tipo in questi 
libri Euclidei , ne’ quali si trova evidentemente 
praticata ( 7 )? E s’è così , nè il Francese Vieta, nb 
alcuno de’ nostri Italiani può dirsi a rigore 1’ au- 
tore di quest’ importantissima scoperta e tut- 
to al piu potrà loro attribuirsi il merito di aver 
stabilita la regola, e fissato il costume di usarne . 
Ma non è questo il luogo da insistere sulla ra- 
gionevolezza di ciò che da noi si è asserito ,e di- 
cui ci riserbiamo a parlarne con più estensione- 
nell’ Introduzione al primo volume del nostra 
Corso di Analisi . 

Qual sia F oggetto dell’ XI'^ , e del XII® li- 
bro , si è già detto di sopra : la teoria de’ soli- 


<7) Qncsfj nostra congetlura si trova anche indicata nel 
tn-inci-pio del Voi. i- dell’ Opera elaboratissima del P.- Cossall 
«he ha per titolo Origine , e trasporto dell'Algebra in Italia,. 
Ma essa tì è piuttosto eontrauletta ^ che sosteiuita ^ come coiv" 
venirasi» 
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-di si trova in essi saldamente stabilita , ed in 
modo da non lasciar nulla a desiderare per T ordi- 
ne ammirabile con cui è scritta , eh' è certa- 
mente pari a quello de’ primi sei libri . In- 
tanto non bisogna negare , che in essi non s^ 
licoDosce queir istessa precisione nel defini- 
re , e rigore nel dimostrare , che il Geome- 
tra -Greco aveva in questi posto . tal colpa 
deve a lui attribuirsi ; avendo noi già veduti^ 
nelle Note al voi. i. quanto avevan maltrattati i 
primi sei libri gli antichi espositori : e mo- 
streremo inoltre nelle Note a questi due ultimi 
libri, che debbano a costoro anche attribuirsi que- 
ste altre imperfezioni . Le principali di esse con- 
sistono nella g» ‘,io* ed ii“ definizione del lib. 
XP , cioè in quella dell’angolo solido , e de’ so- 
lidi simili , e degli uguali e sinyli ; perchè 
la prima dovevasi render più chiara , e meno 
soggetta ad equivoco, e le altre due avévan biso- 
gno di venir conferiate prima di essere applica- 
le , come da noi si c fatto ( F'egg. le Note cor- 
rispondenti a queste deff.).C>ìò facendosi la teoria 
de'solidi uguali e simili , anziché trovarsi fondata 
su di un principio ruinoso ed atto ad indurre in 
errore^ come sottilmente ha preteso il Simson (8) 
l’è solidamente stabilita, e con tutto il rigor 
che si esige in un libro elementare di Geome- 


<S) Si ritconiri U Pref. «1 sn« Euctida Utina > 
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de distinti da quelli di Piana per mezzo del 
VIP , VHP , IX® , e X® de’ quali si è par- 
lato , deve far necessariamente pensare ad ognu- 
no , che tali libri sieno preliminari necessa- 
ri alla scienza de’ solidi ; cd in fatti questa opi- 
nione hanno avuta molti sommi Geometri , tra i 
quali recheremo qui solamente quelle del Clavio 
e del Gregory .'Il primo di questi nell’ introdu- 
zione da lui premessa al libro VIP , si esprime 
così : Hactenus egit Euclìdes de priori Geome- 
triae parte , ea scilicel quae circa plana ver- 
satur ; restahat altera solidorum . V erum an- 
te ei necesse fuit de lineis commensarahiUbiis , 
et incotnmensurahilibus dissere , quod ad pro- 
prietates corporum plurimorum^ eorumque ma- 
xime quae regularia nomincaitur demonstran- 
das , atque ut oportet explicandas ^ harum co- 
gnitio linearum requiratur , idque adeo , ut 
absque Bis solidorum tractatio imperfecta sit , 
ncque suis numeris absoluta . Huc accedit , 
quod absque eisdem lineis , plurima latera tam 
planorum , quam solidorum , si Geometriae 
theoria in opus conferatur , atque usum , ne- 

que exprimi, queant , ncque intclligi 



Et quia earimdem linearum explicatio ac 
intelligentia cum numeris est implicata , et 
conjuncta , ut absque his nullo modo cogno- 
scantur , oportuit eorum numerorum expli- 
cationem , ut doctrinae suus orda , ra- 
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tloque costarci^ lineis anteponi . JVel cominciare 
poi il libro X® lo stesso Clavio dice ; Absolvit 
EucUdes in antccedentibus tribus libris ca qaae 
ad numeros spectant , quantum satis vLsum est 
ad res Geometrieas intelligendcis\nanc hi hocX^ 
libro aggreditur ad lìnearum commensiirabiliam 
et incommensurabilium disputationem , qaariim 
causa nunierorum tractationem ab eo susce- 
ptam esse superius diximus . Nani sint^ co ~ 
gnitione harum linearum , compiar es niagnitu- 
dines cum solidae , tuin planae , ncque perfecte 
intclligi possunt , ncque , cum res tuierii in opus 
alque usum conferri , propterea quod luterà 
earum incommensurabilia sunt ; id quod et de 
planis ipsis alque solidìs dici potest , quippe 
cum et haec incommensurabilia saepe numero 
cxistant ; ut ad Jinem hujus libri demonstrabi- 
mus . Ed il Gregory nella Prefazione al suo 
Lenissimo Euclide greco-latino stampato in 
Oxford r anno 1703 , eli’ è uno de* più gran 
monumenti che 1 ’ Inghilterra ha innalzati alle 
scienze , ragiona su di ciò nel seguente modo : 
Proprie tamen Geometria haec dividitur in 
eniTisSuv òsufnav ( superficierum contemplatio- 
nem ) , et <yTspeoix.trpt(iiv ^ solidoruin ) . Sed 
ts-repsopieTpia intelligi nequit sine notitia li- 
nearum cr-j/À,[AeTpuv ^ et (svfmsrpuv ; fiec Itane 
scire possumus , itisi notitiam habeamus nu- 
merorum . Questi due sommi Geometri, e con 
«ssi molti altri, voglion dunque darci chiarament® 
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nibus , nimirum superjicies incommensura- 
biles inter se se . Si enim ipsarum A ^ B ^ «le, 
diam proportionalem sumamus rectam lineam 
C ; erit ut A ad B ^ ita figura quae fit ex A ad 
eam quae ex C similem et similiter descriptam^ 
sive quadrata , sive alia rectllinea similia , 
sive circuii qui circa diametros A^ C descri- 
bantur ; quandoquidem circuii inter sunt 
ut diametrorum quadrata . Inventa igitur sunt 
spada plana inter se incommensurabilia . O9 
stensis autem kis , ostendemus etiam ex solì- 
dorum contempi adone ipsa solida esse com^ 
meiisurabilia et incommensurabilia inter s^ 
se . Nam si in quadratis ex A ^B ^vel in re- 
ctilineis quae ipsis aeqmdia sint solida aeque 
alta constituamus^ sive paraUelepipeda^ sive pi- 
ramides , sive prismata^erunt ea inter se uti ba^ 
ses; et si^quidem bases commensurabiles sint^ B- 
runt solida commensurabilia , si vero incom- 
mensurabileSy et ipsa incommensurabilia enmt. ■ 
Sed et duobus circulis existentibus A ^ B ^ si 
in ipsis conos aeqite altos , sive cylindros con- 
stituamus , erunt inter se uti ipsorum bases , 
hoc est ut A y B circuii , et si quidem cir- 
cuii commensurabiles sint , commensurabiles 
ci'unt et coni inter se se , et cylindri ; si vero 
incommensurabiles , et coni , et cylindri in- 
commensurabiles erunt . Ex quibus perspi- 
cuum est , non solum in lineis et superjiciebus 
esse commensurabilitatein ^ et incommensuraf 
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bilitatem , sed et in solidis ^giiris . Orchi non 
vede chiaramente da tutto ciò , che il lib. X® non 
possa stare innanzi all’ XI® e XIP; mentre nel 
citato luogo di esso vi si accenna pressoché 
l’ intera teoria del rapporto delle figure solide ; 
Il Gregory avendo sostenuto nella Prefazione 
del suo Euclide , come abbiamo fatto di sopra 
vedere , che questi libri eran posti nel loro luo- 
go , ha dovuto poi necessariamente ricorrere al 
ripiego di dire , che le cose quassù rapportate 
tieilo Scolio , o non sono di Euclide , o alme- 
no non debbono stare in questo luogo , poi- 
ché dipendono dalle cose seguent i (9). Ma senza 
derogare al rispetto che si deve ad un Geometra 
del suo merito , egli si è fortemente ingannato. 
E primieramente non v’ ha ragione da dubitare 
che queste cose sieno di Euclide , quando si am- 
mette che sia sua la Proposizione colla quale 
sono strettamente connesse : e poi è ben conse- 
guente e ragionev'ole , eli’ Euclide dopo di aver 
sì a lungo ragionato delle quantità commensu- 
rabili , cd incommensurabili , volesse provare con 
più esempj geometrici l’ esistenza di queste tali 
grandezze , non solamente tra le figure piane , 
ma anche tra le solide. Il dir poi che quello 
Scolio non sia nel suo luogo , è manifestamente 
un assurdo ; poiché se ciò fosse vero , qual al- 


(gì Si risconlrl la nctai'«lla ila lui inserita a più della pa- 
jiiia SaG del suo Pùclide. • ■’ 

I 
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tro luogo potrebbe oompeterli negli Elemen- 
ti? Il Gregory idunqiie si è, fatto indurre in e- 
quivoco dall’impegno in'xni era entrato di so- 
stenere ciò eh’ egli aveva asserito nella Prefa- 
zione . E quello ciré < si è detto , resterà vieppiù 
comprovato , allorché noi in seguito convalidere- 
mo con altri argomenti, che non mai Euclide po- 
tè interrompere gli Elementi Piani da quelli di 
Solida coll’ intermezzo de’quatlro libri de’qua- 
11 si sta parlando . 

Per mostrare la. ragionevolezza di questa no- 
stra opinione , basterà ricorrere all* uso che 
potevano avere questi libri in Geometria . Or 
èxhiaro che gli antichi non dovevano studiar 
con tanto impegno le cose geometriche per un 
puro lusso letterario ; ma sì bene per 1’ utilità 
eh’ esse recano agli usi civili , per servirsene 
cioè in pratica , e ciò vien anche comprovato 
dall’origine che i più antichi Storici danno 
a questa scienza (io), e dalla sua stessa denomi- 

(10) Quantunque da tempi antichissimi si sien fatte delia 
costruzioni meccaniche si ben ordinate , che mostrano chia- 
ramente esservi stato il concorso de’ lumi geometrici; pur- 
tuttavia bisogna credere, che una tal’epoca ha dovuto precedere di 
molto quell' altra nella quale questi principi cominciarono ad 
esser ridotti in regole scientiSche , e che merita di esser chia- 
mata giustamente 1 ' epoca dell’origine della Geometria • L’ o-. 
pinione più ricevuta a più ragionevole si è quella , che malti 
scritturi antichi, e tra gli altri £rodoto ci hanno tramandata, 
cioè che la Geometria scientilica sia nata in Egitto nel tempo in 
cui il la Sesostris , per consiglio del suo Ministro Thol, ordinh^ ! 

che questo regno fosse diviso da moltissimi canali, la quall’ope- 
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nazione (ii^ . Questi libri adunque dovevano 
essere senza venm dubbio destinati a ridurre 
in pratica le teorie geometriche della Piana e 
della Solida, e ciò vien chiaramente dimostrato 
dalle teorie che vi si espongono . E se tanto caso 
si vede in essi fatto della teoria degl’incommensu- 
rabili , ciò deve da una parte attribuirsi alla man- 
canza che avevan gli antichi dc’^ metodi di ap- 
prossimazione , per cui , prima d’ intraprendere 
un’ operazione pratica, dovevano assicurarsi della 
qualità ^delle grandezze su cui operavano , e dall* 
altra al sommo rigore ed esattezza ch’essi mette- 
vano in tutte le loro cose . Che fosse questo 1’ uso 
di tali libri lo dice anche il Cluvio ne’ due luo- 
ghi citati . 

Or posto ciò , perchè mai un trattato che 
serviva a ridurre in pratica le teorie di Pia- 
na , e di Solida doveva seguire gli Elemen- 
ti di Piana , e preceder quelli di Solida ? Esso 
avrebbe dovuto certamente seguire,o precedere gli 
tini e gli altri . Vi è di più, che siccome nel VII® 
libro si ragiona de’ numeri quadrati^ e cubi ; e 


raziono esigenita de* principi geometrici per esser ben esegui- 
ta, e pur essere in seguito conservata , quel Ministra gettò a 
questo proposito le fondamenta di una tale scienza • Ecco dun- 
que che la Geometria è Sglia del bisogno , e che fin dalla sua 
infanzia fu la guida dell’ uomo nelle pratiche utili sui terrenoi 
(li) La voce Geometria è tradotta dal Greco yxofJieTplCt 
che componesi dalle due parole ytt ( terra ) e ^^peui (misu~ 
•rare ). Essa dunque altro non signifìca ,cb» misura delia terra ' 
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de^ primi se ne ha già un’ idea di corrispondenza 
geometrica , l’ istcssa conveniva formarsene de* 
secondi . E I in qual maniera poteva ciò effet- 
tiiirsi facendo precedere questi libri agli Ele- 
menti di Solida ? E lo stesso dicasi pe’ nume-, 
ri piani e solidi . 

Da quanto si è detto par che se ne potrebbe ® 
conchiudere, che il VII*», Vili®, IX®‘,e X®libro, 
anziché precederei’ XP, XI1°, e XIII®, dovreb- 
bero star dopo questi ; ma noi opiniamo , e non 
senza ragione fortissima, che tali quattro libri 
non furono da Euclide compresi in un' Opera 
sola cogli Elementi Geometrici ; e che forma- 
rono un trattato diverso , il qual s’ insegnava a* 
giovani separatamente , e contemporaneamente 
agli Elementi di Geometria , appunto come noi 
costumiamo oggigiorno di accoppiare allo stu- 
dio di questa scienza quello dell’ Aritmetica , e 
dell’Algebra . Questa nostra opinione è fon- 
data sul seguente ragionamento . < 

Ciò che deve caratterizzare una buona istitu. 
zione elementare di Geometria si ò certamente 
il non trovarci alcuna interruzione nella ca- 
tena delle verità necessarie , che vi si conten- 
gono ; senza che però alcuna ve ne sia super- 
flua, o pur due volte esposta ; e non v’ha certa- 
menté alcuno il quale conosca questa specie di la" 
vori geometrici , che di ciò non convenga . 

Or se non v’ ha dubbio , eh’ Euclide abbia con- 
seguita la perfezione ne’ suoi Elementi , come 
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tuli’ i Geometii si antichi, che moderni ue con- 
vengono (i a), bisogna dire, ch’egli abbia rigorosa- 
mente osservato un tal precetto ivell’ ordinarli , 
E bene vi si sarebbe del tutto contravenuto da 
css© g quando si volesse supporre, che il VIP li- 


'(rii Pappo Alestandvino Geometra del quarto Secolo , che 
può giostamente aversi come il raccogUture non solamente di 
molte cose degli antichi Matematici , ma anche delle loro opi- 
iiiont , parlando di Euclide, nella Prcfaaione ai V1I“ libro del- 
le >«e Collezioni Matematiche , si espcime nel seguente modo: 
adeo excellentem in malhemalicis habUum est assecutus, ncque 
usquam deceptus est, E l’antico Filosofe Proclo, nel suo im- 
menso cementarlo che intrapresa su di Euclide, e che non con- 
tinuò al di U del liirto i., esclama : quis non Euclidis Elemen- 
ta admirelur , in quibits superiorum Elementa omni genere 
Uuidis longissime superat>it . 

, Le opinioni do’ moderni in faror degli Elementi di Eu- 
clide sono poi tante quante i sommi Geometri ; e noi 
non crediamo fuor di proposito di far qui notare le prin- 
cipali • Incominciando da pietre Ramo , diremo eh egli 
eebbene sia stato uno do* più gran critici degli antichi , e di 
Euclide principalmente , de' cui Elementi si permise il prime 
di mutarne I’ ordine infruttuosamente ; pure non potè fare a 
meno di confessare che: NaUus paralùgismus , nulla psendogra- 
phia in tatù Elenentis Euclidis nobis , quamquam severe in- 
quirentibus animadverti potuit ( Schol* Math.lib. 4* pag* 23* ) • 
Il Cardano nella sua Opera de subtilltate al lib. i3. dice cosi , 
Euclidis sunt duce pracipUe laudet ; inconcussa dogmatum 
firmitas libri slamentorum , perfectioque adeo absoluta , ut nul^ 
ìum opus kuic jure comparare audeas , Quibiis jit ut adeo lux 
veritutis in eo refulgeat / ut ei soli in arduis qrtxsttontòus vi^ 
deatttar verum a falso di^noscere , qui Euclidem hab eant fami-' 
Harem. Ed il Gregory nella Prefazione al suo Eulide , oltre a 
tante altre coso eh’ egli dice in favor degli Elementi vii questo 
Geometra , ripete un tal passaggio del Cardano . 

Il WolCo inerendo al sentimento del Lcibnitz , dopo aver 
molto 'lodati gli Elementi di Euclide, soggiugne ; Opus hoc intcr 
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Lro e gli altri sino ali' XI ° facessero parte degli 
Klementi di Euclide ; impcroccliè in quel libro 
si trovano dimostrate pc’ numeri le stesse veri- 
tà da Euclide fatte rilevare per le grandezze in 
generale , e quindi anche pe’numeri nel libro V® 


«a eminet , qua ex antiquitate ad nos peruenerujtt, ita ut prò- 
videntioi divina attribuendum sit, quod injaria temporum non in- 
terierit . ( De pracciruis scrip. matb. Gap. 3. §. 2 . ) 

La Scuola Inglese ha sempre pensato favorevolmente tli Eu- 
clide , che perciò , dice bene il Sig. Monlucla » essi veggono' 
n schiudere meno di quelle opere elementari , che non facili- 
» tane la scienza se non snervadola , Euclide è quasi il solo 
» Autore elementare eh' essi conoscano, e non vi mancano per-’ 
» ciò Geometri » . Oltre del Gregory che abbiamo già citato* 
il Barrow , il Keill , e Roberto Simson hanno prodotti con 
molta esattezza gli Elementi di Euclide . Ed è qui il luogo di 
ricordare che il Newton , che a giustissimo titolo merita di 
stare alla testa di questa illustre f amìglia di Geometri moder- 
ni , soleva dolersi, quod perlecto non dum Euclide ea diììgeit- 
tìa qua in. tanto auctore adhibere debueratjttd Cartesium, alioS- 
que , propera quadam cura descendisset . 

II rispetto che ha avuto per gli Elementi di Euclide 1’ Italia 

10 mostra evidentemente la folla de* Comentatnri , editori s 
traduttori ch'essa ha avuti, tra i quali meritano maggior distin- 
zione il Commandini ebe tradusse gli Elementi dal Greco in 
Latino , e gli corredò di Scolj brevi e giudiziosi , il Viviani 
ed il Borelli . 

Finalmente anche in Francia , ove da Pietro Ramo in poi si 
i sempre avuto il sistema di travestire Euclide , ha però que- 
sto Geometra incontrati presso i migliori Matematici di tal na- 
zione di coloro che gli hanno resa giustizia; leggasi a tal pro- 
posito ciò che dice il Montucla all’ Articolo di Euclide nella 
Sua dotta Storia delle Jlatematiche Part. t. Lib. IV : ed anche 

11 Bossut nel suo Saggio sulla Storia delle Matematiche non ha 
potuto fare a meno di dire » Mai libro di Scienza ha avuto 
e un successo paragonabile , a quello degli Elementi di Eucli- 
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In fatti qual necessità v’ era di dimostrare , clic 
se un numero sta ad un altro , come una 
parte del primo ad una parte del secondo , 
stia pure il rimanente del primo al rimanen- 
te del secondo , come quel numero a questo , se 
ciò contenevasi nella Prop. 5 . del libro V®; che 
se quattro numeri sono proporzionali , per- 
mutando sono anche proporzionali , la qual ve- 
rità vien dimostrata generalmente nella i6 del 
libro citato. In una parola le Proposizioni ii, 
I» , i 5 , i 4 , c 22 del libro VIP non sono cbe 
ripetizioni particolarizzatc delle altre 19,12,16, 
12, a 3 del libro V®. 

Si potrebbe anclie provare facilmente , che ne- 
gli altri libri , e principalmente nel X® ci sie- 
no delle altre verità , che affatto non avrebbero 
dpvuto dimostrarsi in questo libro, se esso avesse 
formata una continuazione di' teorie col libro VP 

Ma concediamo anche che convenga dimo- 


» (le « Essi sono stati insegnati esclusivanienle per più secoli in 
» lutto lo Scuole dì Mittcmatica ^ Irodolli e coinentali in tutto 
x> le lingue ^ prova certa della loro eccellenza >» E I insigne Sig- 
la Grange, ed il Delam!>re in un loro rapporto alla Classa di 
Matematica dell’ Istillilo di Francia sulla versione dell* Eucli- 
de l'alta da Pcyrard sì espriaion cosi » Poche opere sono sU- 
» cosi spesso comenlute e prodtdte / come gli Elementi di Eu- 
» ««elide ; ma non v* è autore (ol quale i suoi traduttori si ab- 
» biano prese delle si strane libertà ■;« poco dopo soggiungono . 

» ma malgrado tutte !e loro cure , c le loro pretensioni , cs- 
y si n<jn hanno l'alto obbiiare il vero Euclide » . Dopo tutte 
queste testimonianze di uomini siaonii, alle quali se ne potrebr . 
Lero aggiugnere inoltii.siine altre ^ sarebbe strano il trova*^ 
l^udide inconseguente ! 
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strar nuovamente i casi parlicolari di una teo- 
ria generalmente esposta , quando specialmen- 
te si tratta di essa: e bene Euclide il quale ha 
posto tanto sistema, ed uniformità nelle sue co- 
se , come mai avrebbe fatta questa eccezione per 
la teoria de’ numeri , che non entrava che ac- 
cidentalmente nel piano de’ suoi Elementi , ed 
‘avrebbe poi tralasciato di ciò fare per le grandez- 
ze continue nel libro VP.Se si vuol dunque ri- 
conoscere in Euclide il carattere di esattezza 
eh’ è chiaramente marcato in tutte le sue cose , 
e se non si vuol distruggere male a proposito 
l’opinione di tutti i Geometri antichi, e moder- 
ni a suo riguardo , bisogna convenire , che 
senz’ altro questi quattro libri formavano , co- 
me noi abbiamo detto , un’ ope ra separata in- 
teramente dagli Elementi di Geometria ^ e che 
s’insegnava forse nelle Scuole Greche contem- 
poraucana,eute ad essi. Ciò posto questi tali li- 
bri non solamente non debbono esser compresi nel- 
l’ordinaria istituzionc;poichè,per le teorie che con- 
tengono , sono superllui per noi che possedia- 
mo 1’ Aritmetica volgare , e la speciosa ; ma sen- 
za di questo nè anclie vi dovrebbero esser com- 
presi , per le ragioni poc’anzi dette , 

Adunque l’XP,XIP , e XlIPlibro non sono a 
rigore , che il VIP, VHP, e IX-^degli Elemen- 
ti di Euclide , che forse da Teone Alessan- 
drino , o pur da altro antico espositore furon 
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trasportati nel luogo ove si trovano , ed inter- 
mezzati da libri non di Geometria . Noi in- 
tanto continueremo a nominarli XI® , XII®, e 
XIII®, essendosi quest’ uso inveterato , e trovan- 
dosi essi cosi citati da tutti. 


NOTA ALLA PAG. i8. 

• 

Da’ libri di Solida di cui si parla in questa pagina n« 
abbiamo escluso il XIII“ , per le ragioni addelle di sopra . E’ 
vero che irt questo si trova l'atta una certa applicazione delle teo- 
vie del lib. ; ma le cose che hanno bisogno di un tal aiuto 
non formano 1’ escnziale dello ricerche del libro XII I<» : e 
poi quest’ applicazione , ed in questo luogo non si oppone af- 
fatto all’ opinione che noi ci abbiamo formala de’ libri Vil“ , 
VIU'^ , IX'* , e , e che qui appresso indicheremo , 
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L’UNDECIMO LIBRO 

DEGLI 

ELEMENTI DI ETJCLIDE. 


1 . Il solido è ciò , che ha lunghezza , 
c profondità . 

H. Il termine del solido è la superficie . 

m. Una linea retta è perpendicolare ad un pia- 
no , quando fbi'ma angoli retti con- tutte le linee 
rette , che sono nel sottoposta piano, e la tocjcano. 

IV. Un piano è perpendicolare ad un. altro, quan- 
do ciascuna linea retta , che si conduce in uno di 
essi perpendicolare alla comune sezione loro , è an-. 
die perpendicolare all’ altro piano . 

V. Se da un qualunque punto di una linea ret- 
ta inclinata ad un piano si abbassi su questo la 
perpendicolare , e poi si uniscano gli estremi dell’ 
inclinata, e della perpendicolare,. che sono nel pia-, 
no ; r angolo acuto compreso da questa congiun- 
gente , e dall’ inclinata stessa si dirà inclinazione 
di tal linea retta al piano .. 

VI. L' inclinazione di un piano ad un altro è quell’ 
.angolo acuto , eh’ è compreso da due perpendicola- 
ri alla comune sezione de’ piani , elevatele da uno 




£!b. 


/ 


1. « G L I E t E M E N l' r. 

" stosso punto di essa , una in un piano , e ( ; ra 
nell’ altro . 

VII. Se sono Uguali gli angoli d’ inclinazione di 
due piani a due altri , quelli si dicono simUmenle 
inclinati a questi». 

viu. Piani paralleli sono quelli , clic tra loro 
non possono mai convenire . 

IX. L’ angolo solido é quell’ inclinazione , die si 
costituisce ad un punto sublime da più lince ret- 
te, clic da questo si tirano agli angoli di un ret- 
tilineo sottoposto. 

X. Figure solide simili sono quelle , ebe lianno i 
loro angoli solidi rispettivamente uguali, e die so- 
no contenute da piani simili, ed uguali in numero. 

XI. Si è tralasciata ( F~eggasi la Nota ad essa ). 

xn. Se i vertici degli angoli di un poligono sì 

congiungano con un punto sublime ; il solido rac- 
cliiuso dagli emergenti triangoli , e dal sottoposto 
poligono , si dirà piramide . 

XIII. II prisma è una figura solida compresa da 
piani , de’ quali due , clic sono sempre opposti , 
sono paralleli , uguali e simili j ed i rimanenti so- 
no parallelogrammi . 

XIV. La sfera è quella figura descritta 
-semicerchio , il qual si rivolga intorno al sóo dia- 
metro fisso , finché ritorni al luogo dove cominciò 
il suo moto . 

xv.^Questo diametro fisso dicesì asse della sfera. 

XVI. Ed il centro del semicerchio è anche cen- 
tro della sfera . 

XVII, È pei diametro della .sfera ogni linea ret- 
ta , che passando per lo centro di essa , si arro- 
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sta da aml)C le parli alla superficie sferica . " " 

xvin. II cono è la figura tlcscriUa <Ia mi trian- 
golo rettangolo, il qual si.rivolga intorno ad un lato 
immobile , clic comprende 1’ angolo retto , finché 
ritorni nel luogo donde cominciò il suo moto . 

• XIX. Questo lato immobile intorno al quale* si 
rivolge il triangolo. , chiamasi asse del cono . 

XX. La base del cono è poi quel cerchio, che si de- 
scrive dall’ altro lato, eh’ ciinf orno aH’angolo rello^ 

XXI. H cilindro è la figura descritta da un pa- 
rallclogi’ammo rettangolo , il qual si rivolga intor- 
no ad un suo lato irfimobile , finché ritorni don- 
de aveva cominciato a muoversi . 

N. B. Per questa defili., e perla XVIII., veg- 
gasi la Nota ad esse . 

XXII. Questo lato immobile intorno al quale si 
rivolge il rettangolo , si dice asse del cilindro . 

XXIII. E si chiama base ciascuno de’ due cerchi • 
che si descrive dai lati opposti , che sono ad an- 
golo coll’ asse . ' . ' 

XXIV. Coni simili, c cilindri simili sono quelli, i 
cui assi s"ono proporzionali ai diametri delle basi. 

XXV. Il cubo è una figura solida contenuta da 
> sei quadrati uguali . 

XXVI. 11 tetraedo è una figura solida compresa 
da quattro triangoli eqtiilatéri uguali. 

XXVII. L’ ottaedro è una figura solida contenuta 
da otto triangoli equilateri uguali . 

xxxviii.il fiodecrtedro è una figura solida continui a 
da dodici pentagoni uguafi, cquilattoi, ed equiangoli. 

XXIX. L’ icosaedro è una.figura solida compresa 
fda venti triangoli equilateri uguali, . 
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Gli Elekxnt'ì’ 


PROPOSIZIONtr I. 

T E o n £ M A . 

• lina linea retta non pub avere una qualche 
sua parte in un piano y ed un' altra in sublime . 

fs- *• ^ Se ciò può «ucccdere, 1» linea retta ABC altBix, 

la sua parte qualunque AB nel piano LM , e l' akra 
BC in suLIinc.Vi dovrà certamente essere nel piano 
XiM una linea retta per dritld colla AB: sia questa 
la BD, Adunque le due linee rette ABC, A£D avreb» 
Bevo comune il segmenta AB y la qual cosa uoq 
* c>i^> succedere * . 

Quindi una linea retta non può avere^ ec. C.B.D» 

PROPOSIZIONE IL 

teorema. 

Tre punti y che non aliene per dritte ^ sono in. 
un medesimo piano . E due linee rette , che s’ in- 
tera gano consistono anche in un piano . 

fs> Sieno ì tre plinti E , C , B , i quali non slie>» 

no per dritto : dico eh' essi sieno in un medesimo 
piano . 

SI uniscano due di essi E , B per la EB , c s* 
fnlenda per questa passare un piano , il quale si 
concepisca poi rivolgersi intoiyo ad EB ; do- 
na uu tal piano necessariauieute passale per Io 
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SI Eoclibs. 

punto C; e perciò i tre punii E , C , B consisto- 
no in un plan^. Laonde anche le linee rette 
EC , EB che congiungono questi punti consiste- 
ranno nel piano stesso . Ma nel jnano in cui sono 
le CE , EB vi stanno anche le ED , AE * : dun- * u XL 
que le linee rette CD , AB , che s' ijitersegano 
Sono anche in uno stesso piano . 

£ perciò tre punti ec. C. B. D. 

PROPOSIZIONE III. 

* 

T E O B E M f . 

Za coniune sezione di due j^iani^ che s' intera 
segano è una linea retta , 

S’ interseghino i due piani AK , LM t dico che ^g. 3, 
la loro comune seaione sia una linea retta . 

Imperocché presi t punti B, e D in questa co» 
mune seeione ; è chiaro ^ che se congiungasi la li- 
Bea retta BD , questa unendo due punti , che esi- 
stono in ciascuno di essi piani , dehha cader» 
nel tempo stesso si nell' uno , che nell’ altro ^ e 
che perciò dehha essere la loro comune sceione • 

Laonde la comune sezione ec. C. B. D. 


> 
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Gli Elembìvti 


PROPOSIZIONE IV. 

TKOREMA. • • • 

Se una linea retta è perpendicolare a due al- 
tre che s' intersegano , nel punto della loro inter- 
sezione ; sarà anche perpendicolare a quel piano 
che passa per esse . 

' * ■ ' . 

/ìg, 4- Slcno AB, CD due lince rette che s’ Intcrsegano 
in E , e la FE sia ^rpendicolve ad esse in que- 
sto punto E : dico die una tal linea rell.a FE 
debba essei e anche perpendicolare al piano LiVI , 
che passa per le AIì , CD . 

Prendansi nelle AB , Ci) le EA , EC , EB , 
ED uguali tra loro ; poi per 'E si tiri conumqne 
la linea retta GEH , - e si congiungauo le DA ^ 
BC ; lilialmente pi’cso un qualsivoglia ]>uulo 1’ 
nella EF , si uniscano- le FA , FC , FB , FD 
E poiché le due linee rette AE , ED sono u- 
guali alle due altre CE , EB , e contengono an- 
goli uguali sarà anche la base AD uguale alla 
base BC, fe r angolo DAE uguale all’angolo EBC., 
Ma è pui'e r angolo AEG uguale aH'angoIo BEH; 
dunque i due triangoli AEG , BEH avendo due 
angoli uguali a due angoli , ciascuno a ciascuno , 
ed uguali anche i lati AE , EB , che sottendono 
angoli uguali ; avranno i rijuancn^i lati uguali a' 
rimanenti lati ; per lo che sarà GE uguale ad EH, 
cd AG a BII . Or essendo AE uguale ad EB , ed 
FE comunv , e perpendicolare ad esse ; sarà la 
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Lnse FA uguale alla base FB ; e nel modo stessQ> ~ ~^' ' - 
si dimostrerà essere FD uguale ad FC , Adunque 
ì due triangoli DFA, CFB avendo i Iati DF, FA- 
uguali ai Iati CF , FB , ciascuno a ciascuno , e la 
base AD ugttale alla base BC ; avranno 1’ angolo 
FAD uguale all' angolo FBC ; e quindi i due altri 
triangoli FAG , FBH , avendo pur essi i lati FA, 

AG uguali ai lati FB, BH, e l’angolo FAG uguale 

all’ angolo FBH , come si è dimostrato ; avranno • 

la base FG uguale alla base FH. Finalmente i due . 

triangoli FEG , l^EH avendo il lato GE uguale , 

al lato EH , il lato EF comune , e la base FG 

uguale alla base FH 5 avranno 1’ angolo FEG u- 

guale all’angolo FEH: e perciò FE sarà perpendj-. 

colare alla linea retta GEII. Similmente si dimostra, 

che FE sia perpendicolare ad ogn’altra linea retta 

tirata per E nel sottoposto piano : quindi dovrà 

tal linea retta FE esser perpendicolare al. piano 

nel quale giacciono le AB , DG * C. B. D. * d, 3» « 

PROPOSIZIONE Y, 

Z B 0 H E » A. 

Se quattro linee rette partono da un mede ti-, 
mo punto , ed una di esse è perpendicolare a cia~ 
scuriu delle tre altre 3 queste ire consisteranno in 
un piano . 

Dal punto A partano le quattro linee rette BA f’S' 5. 

BC , BD , BE , ed una di esse BA sia perpendi- 
colare alle altre tre BC , BD , BE : dico che que- 


V 
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" ste Ire lince rette debbano consistere in un piano. 

Poiché se è possibile , una di esse BC non 
consista colle altre due in un piano ; ma il 
piano ABF , che passa per BC , e per BA in- 
tei’Scgbi il piano LM , in cui giaccio'no le altre 
due BD , BE ; lo dovrà inlersegare in una linea 

* 3. XI. retta*, che sia BF . E poiché AB é perpendicola- 

re’ a ciascuna delle due BD , BE , dovrà essere 
* anche perpendicolare al piano LM , che passa per 

* 4- XI. esse * ; e quindi alla BF , che giace in questo pia- 
d. 3. no * . Dunque é retto 1’ angolo ABF ; ma si é 

supposto esser anche retto 1’ angolo ABC ; quindi 
r angolo ABF é uguale all’ angolo ABC . La qual 
cosa é impossibile ; mentre essi esistono in un 
medesimo piano . E ptrciò le tre lince rette BC , 
BD , BE dovranno consistere in un piano. E.B.D. 

PROPOSIZIONE VI. 

« 

* TEOREMA. 

Se due linee rette sieno perpendicolari ad un 
piano stesso , saranno parallele tra loro . 

fig. 6. Sieno AB , CD due linee rette perpendicolari 
allo stesso piano LM : dico eh’ esse sieno paralle- 
le tra loro . 

Imperocché incontrino il piano LM ne’ punti 
B , D , che si uniscano colla BD , sulla quale si 
elevi da D , e nel piano LM , la perpendicolare 
DE , e tagliate le BA, DE uguali, si congiungano 
le BE , AD , AE . 


à 
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E poiché ne’ triangoli ABD , BDE sono ugna- ~ 
li i lati AB , DE , r altro BD è comune , e 
1’ angolo ABD è retto , al pari dell’ altro BDE ; 
mentre AB si è supposta perpendicolare al pia- 
no LM * : saiA BE uguale a4 AD ; e perciò i * d. 3. 
due altri- triangoli ABE , ADE a\endo i lati 
AB , BE uguali agli altri lati DE, DA, ciascuno a 
ciascuno, e la Base A£ comune, avranno gli angoli 
ABE , ADE uguali j e '1 secondo di questi sarSi 
retto al pari del primo . Dunque la linea retta 
ED , che per costruzione era perpendicolare alla 
Db , c per ipotesi alla DC , lo è anche alla DA ; 

€ perciò queste tre linee consìsteranno in un 
piano * . Ma nel piano delle BD , DA è pure * 5. XI. 
BA \ poiché consistendo i tre punti A , B , D in 
un piano * ; le tre linee rette AB , BD , DA, * a. XI. 
■gli uniscono , dovranno giacere iu un tal piano . 

Laonde sulle linee lette BA , DC esistenti in un 
piano stesso cadendovi la BD , e formando gli 
angoli interiori ABD , BDC retti , esse BA , DC 
saranno parallele . 

E perciò se due linee rette , ec. C. B. D. 

N. B. La Prop.VII. si è tralasciata. ( Veggasi 
la Nota su di essa ) 

PBOPOSIZIONE Vili. . " 

TEOREMA.’ 

Se due linee rette sieno parallele , ed una di 
esse sia perpendicolare ad un piano , anche V al- 
tra sarà perpendicolare al piano stesso . 

Le due linee rette AB , CD sieoo parallele , ed jflg. 6. 
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AB sia perpendicolare al piano LM : dico ebe 
anche CD debba esser perpendicolare allo stesso 
piano . 

Si uniscano i punii B , D , ove le AB, CD in- 
contrano il piano LiM , cadrà la BD nel piano 
delle parallele AB , CD ; e perciò saranno le AB, 
CD , BD in un solo piano : indi dal punto D si 
tiri DE perpendicolare a DB, e nel piano LM; si 
ponga DE uguale ad AB , e si uniscano le BE , 
AE , AD . E poiché AB è perpendicolare al pia- 
no LìM , dovrà esser perpendicolare sì alla BD , 
che alla BE , che sono in questo piano, e la loc- 
cano in B * ; e perciò ciascuno degli angoli ABD, 
ABE è retto . Or essendo AB uguale a DE , e 
BD comune; saranno le due AB, BD uguali alle due 
ED, DB, ciascuna a ciascuna ; ma è anche 1' angolo 
ABD uguale all’ angolo EDB , poiché ciascuno di 
essi é retto; quindi la base AD è uguale alia base BE. 
Similmente essendo AB uguale a D{I , e BE ad- 
AD, saranno le due AB , BE uguali alle due ED, 
DA; è poi la base AE comune; dunque sarà l'an- 
golo ABE uguale all’ altro EDA . Laonde essen- 
do rcito ABE, sarà anclic EDA retto; e quin- 
di ED è perpendicolare a DA . Ma ED è anche'' 
perpendicolare a DB; dovrà perciò ED essere per- 

* 4 . XI. pendicolare al piano che passa per le BD, D"A*, e 

* d. 3. a DB , che si trova in questo piano * ; 

poiché tutte tre le BD , DA , DC sono nel pia- 
no nebiqUale esistono le parallele AB , CD; dun- 
que^ 1’. angolo CDE è retto. Ma è anche retto l’al- 
tro CDB. Quindi CD essendo perpendicolare al- 
le due DB , DE liti punto D ove s’ intersegano ; 
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sarà anclie perpendicolare al piano LM che passa ' 

per esse * . * 4* 

E perciò se una linea reità ec. C. B. D. 

PROPOSIZIONE IX. 

, TEOREMA. 

Due lir^ee rette che sono parallele ad una (er- 
za , sono anche parallele tra loro , ancorché non 
stieno in un medesimo piano . 

Sìa ciascuna delle linee rette AB , CD paralle- Jìg. y. 
la ad EF , e non stieno esse tre linee rette nel 
piano stesso ; dico che AB sia parallela a CD . 

Imperocché si prenda* nella EF un qualsivoi^lia 
punto G , dal quale si tirino ad essa EF le due 
perpendicolari GH , GK , la prima nel piano della 
pai-allele EF , AB , 1' altra in quello delle altre 
parallele EF , CD . E poiché EF è perpendico- 
lare alle due GII, GK , sarà anche perpendico- 
lare al piano in cui queste consistono * ; e eia- * 4* 
scuna delle altro lince rette AB , CD , perchè pa- 
rallela alla EFj dovrà esser perpendicolare al piar 
no stesso * : quindi le AB , CD saranno tra loro * 8. XI. 
parallele . i 

Eaonde due linee rette ec. C. B. D. 




f 
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PROPOSIZIONE X- 

TEOREMA. 

Se i lati di un angolo , ch'è in un piano ^ 
sieno rispettivamente paralleli ai lati di un altro 
angolo , che si trova in un piano diverso j cotesti 
angoli saranno uguali . 

fg. 8. I lati dell'angolo BAC, che à in un piano sieno 
rispcttÌTamente paralleli ai lati dell' altro angolo 
£DF, che sta in un altro piano , cioè AB a DE , 
ed AG a DF : dico che 1' angolo BAC sia uguale 
all’ altro EDF . 

Imperocché si prendano ne’ lati di uno degli 
angoli BAC due punti B , C ad arbitrio ] c poi 
si taglino dai lati dell' altro angolo EDF le par- 
ti DE , DF' uguali rispettivamente alle AB, AC, 
e si uniscano le AD , B£ , CF , BC , EF . E 
poiché BA è uguale, e parallela a DE , sarà anche 
AD uguale, e parallela a BE . Per la stessa ragio- 
ne anche CF è uguale , e parallela ad AD ; quin- 
* 9 . XI. CF è uguale, e parallela a BE * . Laonde an- 
che uguali , e parallele saranno le BC , EF>. rhe 
congiungono gli estremi di quelle : e perciò i due 
triangoli BAC, EDF, che per costruzione hanno 
uguali rispettivamente i lati intorno agli angoli in 
A , ed in D , hanno per dimostrazione basi ugua- 
li ] quindi 1' angolo in A dovrà essere uguale all* 
altro in D . 

Adunque se i lati di un angolo ec. C. B. Di 
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PROPOSIZIONE XI. 
problema. 

Tirare da un punto dato in sublime una per- 
pendicolare sopra un piano dato . 

Sia dato il pnnlo À in suLlime , e sia poi da- fig, 9. 
fo il soltopoato plano LM ; ia d' uopo tirare dal 
plinto A una perpendicolare al piano LM . 

Si tiri nel dato piano LM una linea retta BC, 
sulla quale si abLassi dal dato punto À la per- 
pendicolare AD * ; se questa sarà anebe perpendi- * 13, 
colare al sottoposto piano LM , si sarà fatto quello, 
che si cercava . Che se poi non lo sia ; dal punto 
D si elevi sulla BC , e nel piano LM , la perpen- 
dicolare DF * , e su di questa si abbassi dal punto * 

A la perpendicolare AF ; sarà tal linea retta la per- 
pendicolare al piano LM . 

Per F sì tiri FE parallela a BC . Ed essendo 
retti i due angoli BDF , BDA 5 sarà BD perpen- 
dicolare al piano, che passa per le DF , DA , al 
quale sarà anche perpendicolare la EF, eh’ è paral- 
lela alla BD *: dunque l’angolo AFE è retto . Ma * 
è anche retto 1 ’ altro AFD : quindi AF è perpen- 
colare alle due FE , FD nel punto F della lo- 
ro intersezione , e perciò è anche perpendicolare 
al plano LM in cui queste consistono * . Adunque * 
essa è la perpendicolare die doveasi abbassare dal 
dato punto A sul p'ano LM . 

(Quindi da un daio punto ec. C. B. F, 


8 . XI. 
4. XI, 
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PROPOSIZIONE XII. 

\ 

VEOBLEMA. ^ 

1 

Tirare una linea retta perpendicolare ad un 
piano da un punto dato in esso , 

fg. IO. Sia A il punto dato nel piano LM ; fa d’ uopo 
da questo punto A elevare una perpendicolare sul 
piano LM . 

Si concepisca un altro punto B sublime , dal 
«piale si abbassi sul piano LM la perpendicolare 

* il.'XI. BL * , ed a questa si tiri per A la parallela AD, 

die sarà perpendicolare al piano LM , al pari 

* 6. XI. dell’ altra BC * . 

E perciò si è tirata una linea retta cc. C.B.F. 

PROPOSIZIONE XIII. 

TEOREMA. 

« 

• Da uno stesso punto non si possoho elevavo 

sopra un piano , e dalla medesima partà di esso , 
due p rpcndicolari , 

Jìg. 11 . S’ è possibile sieno BA , AC due perpendicola- 
ri elevate sul piano LM dallo stesso punto A , e 
dalla medesima parte di esso . Si tiri per queste 
un piano , la cui comune sezione coll’ altro LM. 

* 3. .\I. sia ba liiieà retta DE * . 

Ed essendo sì BA , ebe CA perpeiidicolax'c a 
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piano LM , sarà retto ciascuno degli angoli BAE, 

CAE ; e «quindi 1’ un di essi uguale aìl' alilo : il 
maggiore al minore : il che è impossibile . E jier*- 
ciò è impossibile di elevare dallo stesso puuto A 
due perpendicolari sul piano LM , dalla medesima 
parte di esso. C, B. D. — 

PROPOSIZIONE XIV. 
teorema. 

Se una stessa linea retta è perpendicolare a 
due piani j questi saranno paralleli tra loro . 

Sia la stessa linea retta AB perpendicolare si al Jig, 12 , 
piano EF , che all’ altro CD; dico che «juesti piani 
sieno paralleli tra loro . 

Poiché se non sono paralleli , prodotti per un 
verso converranno : si producano , e convengano 
nella linea retta HG ; e preso in questa un qual- 
sivoglia punto K , si tirino da esso ai pgnti A, li 
le AK , BK , che esisteranno , coni’ è chiaro , ri- 
spettivameiite ne’ piani EFHG , CDllG , e costi-' 
tuiranno colla AB un triangolo . Or la AB , es- . 
sondo perpendicolare ai piani DC , l E , lo deve ^ 

essere anche alle linee rette AK , BK , che sono 
tirate in essi ; e perciò gli angoli KAB , KBA so- 
no retti . Adunque il triangolo AKB avrebbe due 
angoli retti ; il che è impossibile . E perciò i pia-* 
ni EF , CD non possono convenire , e sono per 
conseguenza pa;alleli . 

Laonde se una linea retta ec. C. B. D. 
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PROPOSIZIONE XV. 

TEOREMA. 

Se in UH piano vi sia un angolo rettilineo , 
che abbia i lati paralleli a quelli di un altro an- 
golo rettilineo , eh' è in un piano diverso'y essi pia- 
ni saranno anche paralleli. 

Jig. i3. piano LM vi sia l’angolo ABC , i cui la- 

ti AB , BC sieno rispettivamente paralleli ai la- 
ti DE , EF dell’ altro angolo DEF , cL’ è nel 
piano PQ ; dico che i piani LM , PQ sieno pa- 
ralleli . 

Dal vertice B dell’ angolo ABC si cbhassi sul 
piano PQ , dove sta 1’ altro angolo DEF, la per- 
pendicolare BG , e per G si tirino le GH , GK 
parallele rispettivamente alle ED , EF . 

E poiché BA è parallela ad ED per supposizio- 
ne, ed ED è parallela a GII ; dovià BA es- 

* 9 . XI. sor parallela a GH * . Per lo che essendo BG per 

pcndicolare al piano PQ , e perciò retto 1’ angolo 
• BGH , sarà anche retto P altro GBA . E dimo- 

^ straiidosi in slmil modo , che sia retto P angolo 

GBC , sarà la linea retta FG perpendicolare alle 
due BA , BC nel punto B della loro intersezione, 

per conseguenza al piano LM, in cui quéste esi- 

* 4 . XI. stoico * • Ma una tal linea retta è per costruzione 

perpendicolare al piano PQ ; quindi questi due 

* i4.XI. piani s; ranno paralleli * . 

Per la qual cosa se in un piano ec. C. B. D. 
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PROPOSIZIONE XVI. 

(t E O R E M a’.; 

.. Se (lue piani paralleli sieno segati da un ter- 
zo piano 5 le intersezioni di questa con ciascuno 
di quelli saranno parallele. 

I due piaiH* paralleli AB , CD sieno secati dal r r 
terzo EFGH ; dico che le comuni sezioni EF , 

GH di fjucsto piano eoa ciascuno di quelli sieno 
anello parallele 

Imperocché se le E F , GH non sono parallele 
prolungate da una delle due parli converranno * 

Si prolunghino dalla parte FH , e convengano i,» 

K. E poiché la linea retta GHK é nel piano AB j 
dovrà il punto K esistere in questo stesso piano 
prolungato ; c per la stessa ragione un tal punto 
ilovrà anche, trovarsi nel piano CD prolungato. La- 
onde i piani AB, CD, se si prolunghino, convei^ 
ranno. Ma non possono^ convenire , poiché paral- 
leli . Dunque né pure' potranno incontrarsi le 
lince rette EF , GH dalla parte FH . Così piue 
si dimostra , che non possono incontrarsi dall' al- 
tra parte EG; perciò le due linee rette EF GH 
eh’ esìstono nello stesso piano ÈFHG , e che non 
possono incontrarsi , se si prolnnghrjio- dall’ una 
parte, o dell’ altra, saranno parallele. 

Adunque se due piani paralleli ec. C. B D 


a 
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PROPOSIZIONE XVII. 


T E O n E M A. 

Se due linee rette sieno segale da piani pa- 
ralleli , saranno da questi proporzionalmente divisé. 

fi. ,5. Le due lince Tette AB, CD sieno segale dai 
piani paralleli GH , KL , MN nei punti B , E , 
^ . j) F , C ; dico elle come la linea retta All» 

all’ altì-a EB , cosi stia CF ad FD . 

Imperocclic si uniscano le AC , KU , , e 

questa CB incontri il plano KL nel 
dal quale si tirino ai punti E, ed F le EX, XF. 

E poicliè i due piani paralleli MN KL sono 
sc-ati dal piano BAC, le intersezioni AC, EX di 
♦ i6 XI questo con quelli , saranno parallele * j e perciò , 
essendosi condotta la parallela EX al lato AC del 
triangolo ABC , dovrà stare BE ad. E A , come 
J3X ad XC ; e dimostrando similmente , che stia 
EX ad XC , come DF ad FC , per essersi tii-ata 
®cdl’ altro triangolo BCD la XF parallela alla BD j 
sarà BE ad EA , come DF ad FC 

Adunque se due linee rette ec. C. B. V . 

PREPOSIZIONE XVIII. 

^ ^ E O R E M A* 

Se una linea retta sia perpendicolare ad un 
piano-, ogni altro piano, che passa per essa , sard- 
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anche perpendicolare a quello stesso piano . ' 

« 

La linea retta AB sia perpendicolare al sotto- Tfg'. Im- 
posto piano LE : dico che ogni altro piano , che 
j)assa per la AB, sia perpendicolare al piano LE. 

Imperocché si faccia passare per la AB il piano 
CU , e sia CE la comune sezione di questo piano 
col sottoposto LE ; indi si jnenda nella CE un 
qualunque punto F , dal quale si tiri nel piano i 

CH la FG perJerdicolarc alla CE . E poiché BA 
è perpendicolare al piano LE , sarà perpendico- 
lare alla linea retta CE che esiste in un tal pia- 
no * 5 dunque 1‘ angolo BAF è retto ; ma é an- * d.3. XI 
che retto 1’ altro GFA ; quindi la AB è parallela 
alla FG . Per lo che essendo AB perpendicolare 
al piano LE ; sarà anche FG perpendicolare ad 
un tal piano * . Ma un piano è perpendicolare 
ad un’altro, allorché ciascuna linea retta, che si ^ 

lira in uno di essi piani perpendicolarmente alla 
comune sezione loro , è anche perpendicolare alF 
altro piano * : ed essendosi tirata da F nel pia- * 8. XI 
no CH la FG perpendicolare alla comune sezione 
CE , si è dimostrato che questa è anche perpen- 
dicolare al piano EL j, adunque il piano CH che 
si é supposto passare ad arhilrio per la AB , è 
perpendicolare all’ altro EL , 

E quindi se una linea ec. C. B. D. 


* 


/ 
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PROPOSIZIONE XIX. 

/ 

TEOREMA. 

Se due piani che s' interscgano sono perpen~ 
, dicolari ad un altro piano ; la loro comune sezio~ 

ne sarà anche perpendicolare a questo- stesso piano^ 

*‘7’^ Sieno AB, CB due pìanr , cJrc s’ fntcrscgano ^ 
ciascun de’ quali è perjJondicoJare al piano AC ^ 
e sia BD la loro intersezione : dico clie questa BI> 
deliba essere anche perpendicolare al piano AC. 

Poidiè se non lo è , non potrà nè pure esscje 
ff** perpendicolare all’" una , o all’ altra delle linee ret- 

te DA , DC che sono nel piano CA, c la toc- 
cano in D * ; e perciò sì potranno da un tal 
punto tirai' due lince rette , una DE nel piano- 
BA , la quale sfa perpendicolare ad AD , e 1’ al- 
tra DF nel pano BC , che sia perpendicola- 
»e a DC. E poiché nel piano AB", eh’ è perpendi- 
colare all’ altro AC , si è tirata DE perpendi- 
colare alla AD comune sezione di essi 2 iianr; saràt 
DE peiq)endicolare al sottoposto piano AG * : e- 
similmente si dimostra , che anche DF è perpen-. 
Jicolare allo stesso jiiano AC, Quindi dal medesimo) 
punto D si sarehbei-o elevale sul piano- AC , c dalla 
stessa parte , due perpendicolari ; il che non. 

^ l3.XI. può essere * , Laonde non si potrà elevare dal pun- 
to D al piano AC altra , perpendicolare, oltre la 
DB , eh’ è 1’ intersezione dei piani AB , BC 
E perciò se due j)iani ec. C. B. D. 
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PROPOSIZIONE XX. 

TEOREMA. 

Se un angolo solido sia contenuto da tre an^ 
gali piani \ due di essi, comuncpie presi, sono mag- 
giori del terso . 

L’ angolo solido in A sia conlennlo dai Ire axi- fg, 
goli piani BAC, CAD, DAB: dico che due di questi 
angoli , comunque presi , sicno maggiori del terzo. 

Impcroccliè se i tre angoli BAC , CAD , DAB 
cono uguali, è manifesto che due, comuncpie pre- 
si , sieno maggiori del terzo • Ma se non è così , 
ve ne sarà uno BAC non minore di ciascu- 
no dei rimanenti ; ma però maggiore di un di 
essi DAB ; c perciò si costituisca alla linea retta 
AB, al punto A in essa, e nel piano deH'angolo BAC 
l’angolo BAE uguale all’ altro BAD ; poi pongasi 
AE uguale ad AD, c tirata per E la BEC , che* 
incontri le AB, AC nei punti B, C, si uniscano le 
BD , DC . E poiché DA è uguale ad AE , ed AB 
c comune ; perciò sono le due DA, AB uguali allo 
due EA , AB ; è pure 1’ angolo DAB uguale all' 
angolo EAB : dunque la Base BD è uguale alla 
Base BE . Laonde essendo le due BD, DC mag- 
giori di BC , e DB uguale a BÉ j dovrà la rima- 
nente DC esser maggiore della rimanente CE . 

Or poiché DA è uguale ad AE , AC é comune , 
e la Base DC è maggiore della Base EC ; sari ^ 
Pangolo DAC mag^ore dell’ jjtfo E AC . 3Ia pcji 
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■ coslmzlonc 1* angolo DAB è ugnale all’ altro BAE; 
quindi gli angoli DAB, DAC , insidine presi, so- 
no maggiori dell’ angolo BAC: è poi l’angolo BAC 
, non minore di ciascuno degli altri DAB , DAC ; 

perciò un di questi insieme con BAC dovrà esser 
maggiore del rimanente. 

Per la qual cosa se un angolo solido ec. C.B.D, 

PROPOSIZIONE XXL ' 1 

TEOREMA. 

Tutti gli •angoli piani , che comprendono un 
angolo solido , sono minori di quattro retti . 

fiS’ *9* angolo solido in A contenuto dagli angol i 

piani BAC , CAD , DAB : dico che questi sieno 
minori di quattro retti . 

Si concejnsca un piano incontrare quegli altri pia- 
ni ne’ quali esistono gli angoli BAC, CAD, DAB, e 
sieno BC, CD, DB le comuni sezioni di quel pia- 
no con questi . E poiché T angolo solido in B è 
. compreso da tre angoli piani ABD , ABC , CBD 5 
dovranno due qualunque di questi ABD , ABC 
esser maggiori del terzo CBD ; cosi anche si dimo- 

• stra , che i due angoli ACD ACB sono mag- 
giori dell’ angolo DCB 5 e che I due ADB , ADC 
sono maggiori di BDC ; dunque i sei angoli 
XBD, ABC, ACB, ACD, ADC, ADB, in- 
sieme presi , sono maggiori dei tre angoli del 

• triangolo BDC , cioè di due retti . Or questi 
sei angoli insieme co’ tre altri , che comprendono 
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1’ angolo solido iu A compongono glt angoli de’ "" 

tre triangoli BAD , DAG , CAB , e fan perciò sei 
retti ; e sono que’ sci angoli maggiori di due ret- 
ti , come si è dimostrato: dovranno dunque quel- 
li che comprendono T angolo solido in A esser 
minori di quattro retti . Similmente si dimostre- 
rebbe , che sieno minori di q'uattro retti gli an- 
goli piani, che comprendono un angolo solido , se 
essi sieno quattro , o più . 

Dunque in generale tutti gli angoli piani ec. 

C. B. D. 

PROPOSIZIONE XXII. 

LEMMA. 

Tìal centra di un cerchio sieno tirati quattro 
raggi, che comprendano tre angoli capaci a còsti-» 
taire un angolo solido , de' quali il primo , ed il 
terzo sieno acuti ; e poi pe' termini dei ràggi estre-» 
mi si conducano al cerchio le tangenti , che in» 

, contrino i raggi medj prolungati : si potrà costitui- 
re un triangolo dalla congiungente questi punti 
d' inconfro , e da quelle tangenti . 

Dal centro A del cerchio 6EG sieno tirati ao^. 
quattro raggi AB , AF , AG , AE , che compren- 
dano i tre angoli BAF , FAG , GAE capaci a co- 
stituire un angolo solido , dei quali il primo , ed 
il terzo sieno acuti ; e poi dai punti B , E si ti- 
rino al cerchio le tangenti BC , ED , e congiun- 
gasi la CD : dico che dalle tr^ lince rette £C , 
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CD , 'DE se nc potrà costituire un triangolo . 

Si supponga esser l’ angolo BAG quello dei 
due acuti , che non è minore dell’ altro DAE y 
. e dal punto C si tiri al cerchio BEG l’ altra 
tangente Ci , e si congiunga la iA ^ sarà Ci u- 
gualc a CB , e 1’ angolo CAi uguale all’ altro 
* 12 . I\ .CAB * : si Unisca Di . E perchè due 'dei tre an- 
goli proposti sono maggiori del terzo; dovrà l’an- 
golo DAi , eh’ è la differenza dei due DAC, CAby 
cioè DAC , CAB, esser minore dell' altro DAE ; 
per lo che i due triangoli DAE , DAi avendo il 
lato DA comune , gli altri luti AE , Ai uguali , e 
r angolo DAE maggiore deH’altro DAi; avi-anno la 
Base DE maggiore della hase Di. E perciò essendo 
DC e Di maggiori di Ci , o di CB , saranno an- 
che DC c DE maggiori di CB: e similmente dall’ 

■ essere Ci e Di, o pure CB c Di, maggiori di DC , 

se ire rileva, che CB e DE dcLhano anche esser 
maggiori di CD . Finalmente se 1’ angolo BAC è 
Uguale aU”allro EAD , è chiaro che BC sarà uguale 
ad ED ; e perciò che DE sia minore di BC, CD, 
prese insieme . Che se poi tali angoli si suppongano 
disuguali , c B^G il maggiore; si costituisca al pun- 
to A della linea retta AB 1’ angolo BAc uguale 
air altro EAD ; è chiaro che la DE , al pari del- 
la sua uguale Be , dehha esser minore della BC ; 
u qiiindi anche minore delle BC , CD , insi<-mc 
prese . Adunque dalle tre linee rette BC, CD, DE 
s^c ne potrà costituire un triangolo . 

E perciò dal centro di un cerchio ec, C. B. D. 


:r*:y 
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PROPOSIZIONE XXIII. 

Problema. 

Costituire un angolo solido con tre. angoli pia- 
ni minori di quattro retti , e tuli che due , comun- 
que presi , sicno maggiori del terzo . 

Sicn dati i tre angoli piani HKL , Q , PRS 
minori di quattro retti, o tali cjje due, comunque 
presi, sieno maggiori del terzo : bisogna costituire 
con essi un angolo solido . • 

Caso i. Se almen due degli angoli dati HKL, ^ , 
PRS sono retti ; allora dal vertice dell’ angolo 
CAB ugnale al terzo angolo Q, si elevi la perpendi- 
colare AD al piano di esso angolo CAB * , e sarà * 12. XI. 
chiaro che questa, e le dite AB, AC costitiiiian- 
no al punto A un angolo solido contenuto da tre 
angoli piani rispettivamente uguali ai tre dati HKL, 

Q , e PRS . , • 

Caso 2. Che se due di essi angoli HKL, PRS sieno 29. 
acuti , c r altro comunque: allora preso in un piano 
un punto A , si tirino da questo nel piano stesso le 
quattro linee rette AB, AC, AD, AE , che com- 
prendano gli angoli BAC , CAD , DAE uguali ri- 
spettivamente ai tre dati HKL , Q , e PRS , ed in 
modo, che il primo BAC, c l’ultimo DAE sieno gli 
acuti ; c poi descritto col centro A intervallo qua- 
lunque AB il cerchio BEG , si faccia la stessa co- 
struzione del Lemma precedente: si potrà cosli- 
tuire uu triangolo dalle tre linee rette BC , C D , 
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;de j sia questo il triangolo bcd , ed Innalzata sul 
piano di esso , dal vertice del suo angolo compre- 
so dalle le ^ bel , uguali rispettivamente alle BC , 
DE , la perpendicolare ha uguale alla BA , o alla. 
AE , si congiungano le nc , ad ^ sarà l’angolo so- 
lido in a , eh’ è compreso dagli angoli piani cab , 
bad , dac quello che si cerca . 

Imperocché i due triangoli rettangoli CBÀ , eba 
avendo 'rispettivamente uguali i lati intorno agli 
angoli retti CBA, eba, dovranno avere anche uguali 
le ipotenuse CA ^ ca, e dovrà di più essere l’an- 
golo cab uguale all’ altro CAB , cioè ad IIKL. Si- 
milmente si dimostrerà esser D,A uguale a da , c 
l’angolo dab uguale a DAE , cioè a PRS. Laonde 
i due triangoli CAD , cad avendo i lati rispetti- 
vamente uguali, dovranno avere anche l’angolo cad 
uguale all’ altro CAD , cioè a Q ; e perciò i tre 
angoli bue . bad , c«d, che comprendono 1’ angolo 
solido in a pareggiano rispettivamente i tre dati . 

Caso 3. Sieno ora ottusi due degli angoli dati 
/RII , sRP . Si prolungliino i lati /K , sR degli 
angoli /KH , sRP in L , ed S , e poi cogli angoli 
HRL, PRS, che sono acuti, e col terzo angolo 
Q si costituisca , come nel caso precedente , l’an- 
golo solido in a . Indi il lato ba di quest’ angolo 
solido , eh’ è adjacente ai due angoli òac, bad, che 
sono uguali ad URL , PRS , si prolunghi al di 
sopra del vertice a in /t ; sarà l’angolo solido cer- 
cato quello, che si costituisce al punto a dagli an- 
goli cad , cuh , dall . 

Poiché si vede chiaramente , che essendo i due 
angoli bac , cah Uguali a due retti , saranno essi 
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uguali ai due LKH , HK/ ; e die perciò toltine” 
gli uguali òac, HKL debba il rimanente angolo HK^ 
pareggiare il rimaneii\^ hac ; e similmente si dimo- 
stra^ che dall sia quanto 1’ altro PRs . IWa è poi 
cad uguale al terzo angolo dato Q ; dunque I’ an- 
golo solido costituito in a dai tre angoli piani caò, 
dall , cad sarà quello , che si cerea . 

Caso 4- Finalmente sia 1' angolo Q acuto , 1’ al- 
tro IIKL retto, ed il terzo PKs ottuso. Si pro- 
lunghi similmente la sR in S ; e poi si costituisca 
r angolo solido in a contenuto dai tre angoli 
piani cab uguale ad HKL , cad uguale a Q , e dab 
uguale a PRS * ; e si prolunghi il lato ad adja- * 
conte ai due angoli cab , dab in h -, sarà 1’ angolo 
solido in a , compreso dai tre angoli piani cah , 
cad , dah , quello che’ si cerca . Imperocché es- 
sendo 1’ angolo cab retto , sarà il suo couseguen- 
te cah anche retto ; e perciò uguale all’ angolo 
HKL : ed essendo i due angoli dab , dah ugna- 
li a due retti , c quindi uguali ai due sRP , PRS ; 
toltine gli angoli uguali dab , PRS , resterà 1’ an- 
golo dah uguale all’ altro PRs . È poi 1’ angolo 
cad uguale all’ angolo Q ; quindi il sopraindicato 
angolo solido in a sarà il cercato . 

Laonde si è costiluilo un angolo solido ec.C.B.D. 

PROPOSIZIONE A. 

TEOREMA. 

Se al vertici di due angoli piani uguali si adat^ 
lino in sublime due linee rette , le (juali compren» 
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Digitized by Google 



LiL. Ut 28 GliElemeiìti. 

* 

dano angoli uguali coi lati degli angoli propoiti ^ 
ciascuno a ciascuno ; gli angoli solidi , che si ver- 
ranno in tal modo a costiti^rc in quei punti , sa- 
ranno uguali , 

fg. 32, Sicno i due angoli piani ugnali BAC, EDF, cd ai 
punti A , D si adattino in suhilme le linee rette 
AG , DP , le quali comprendano angoli ugnali , 
ciascuno a ciascuno , coi lati degli angoli propo- 
sti , cioè sia r angolo GAB uguale a PDE , e 
1 ’ angolo GAG a PDF ; dico clic gli angoli solidi, 
che si verranno in tal modo a costituire nei pun- 
ti A , D sieno uguali . 

Si prendano le AH , e DM Uguali , e dai punti 
Il , M si abbassino le HK , MN rispettivamente 
perpendicolari ai piani BAG , EDF : poi si tirino 
da questi punti K, ed N alle linee rette AB, AG, 
DE , DF le perpendicolari KB, KG, KE, NF ; e 
finalmente si xiniscano le IIB , BG , ME , EF. E 
poiché HK è jjerpendicolarc al piano BAG ; sarà 
anche il piano HBK, che passa per la HK, perpen- 

* 18. stesso piano BAG*: ma in questo piano 
BAG si è tirata la AB perpendicolare alla comune 
sezione BK dei piani BAG , BHK ; perciò AB è 

* p. 4 -XI perpendicolare al piano HBK * , e quindi alla 

* <1.3. XI BH, che giace in questo piano * . Adunque 1 ’ an- 

golo ABH è retto : e similmente si dimostra, che 
sia retto 1 ’ angolo DEM . Laonde i due triàngo- 
li IIABv,. MDE avendo uguali gli angoli ABH , 
DEM , perchè retti ; 'gli altri loro angoli HAB , 
3 VIDE essendo pure uguali per supposizione , e 
pareggiandosi anche i loro Iati AH , DM 3 do- 
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vrà essere AB uguale DE . E similmente , se 
coiigiungansi le HC , MF , si dimostrerà che AC 
sia uguale a DF . Or essendo AB uguale a DE , 
ed AC a DF ; saranno le due BA , AC uguali al- 
le due DE, DF , ciascuna a ciascuna ; di più que- 
ste linee rette uguali comprendono gli angoli u- 
guali BAC , EDF j sarà perciò BC uguale ad EF, 
e r angolo ABC uguale all’ angolo DEF . Ma era 
1’ angolo retto ABK uguale all’ angolo retto DEN; 
quindi il rimanente angolo CBK sarà uguale al 
rimanente FEN : e cosi pure si dimostra , che l’an- 
golo BCK sia uguale all’ altro EFN . Per lo che i 
due triangoli BCK , EFN avendo due angoli u- 
guali a due angoli , ciascuno a ciascuno, ed II lato 
BC uguale all’ altro EF ; avranno anche il lato BK 
uguale al lato EN : è poi AB uguale a DE ; perciò 
le due AB , BK sono ugnali alle altre duo DE , 
EN , e comprendono angoli retti; dunque AK 
sarà uguale a DN . Ciò posto il rpiadrato di All 
è uguale ai quadrati di AK , KH , perchè 1' ango- 
lo AKH è retto ; e similmente il quadrato di 
DM pareggia quelli di DN , NM : sono poi u- 
guali non solamente i quadrati di AH , c di DM , 
ma anche gli altri di AK , e di DN ; dunque do- 
vrà il quadrato di II K pareggiar quello di MN j 
e J)cmò HK essere uguale ad MN . 

Or se si concepisca applicarsi P angolo solido 
in A all’ altro in B in modo , che 1’ angolo BAC 
comhaci col suo uguale EDF , cadranno i punti 
B , C , ne’ punti E , F ; e quindi 1’ angolo ABK 
coinhacerà coll’angolo DEN , perchè 1’ uno, c l’ altro 
è retto •, e 1’ angolo ACK coll' angolo DFN , per la 
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slessa ragione : c perciò il punto K cadrà in N, c le 
KH, NM, come perpendicolari ai piani BAC, EDF, 
che coincidono, dowaniio pur cadere l’una ueH’al- 
tra , e quindi essendo esse uguali , cadrà il punto 
H nel punto M , e la HA corabaccrà colla MD . 
Adunqtie i due angoli solidi iu A, ed in D com- 
haceranno aneli' essi , e perciò saranno uguali . 

Cor. Da ciò si rileva, che se gli angoli solidi in 
A, ed in D sieno contenuti ciascuno da tre angoli 
piani, i quali sieno rispettivamente uguali, e' simil- 
mente posti , cioè l’angolo BAC uguale all’ angolo 
EDF ^ r angolo BAG uguale all’ angolo EDP , e 
l’angolo GAC all’angolo PDF; e che in due loro lati 
coi’rispondenli AG , DP si prendano le parli uguali 
AH, DM, donde si abbassino ai piani in cui esistono 
gli angoli opposti ad essi lati, le perpendicolari HK, 
IMN ; ijueste saranno ugnali ; e se congiungansi le ^ 
AK, DN V angolo HAK pureggerà L'angolo MDN. 

PROPOSIZIONE B. 

T E O E E M A . 

Le figure solide contenute dallo stesso numero 
di piani simili , uguali, e similmente posti , e delle 
quali ciascun angolo solido non sia compreso da 
più di tre angoli piani, sono uguali, e simili tra loro. 

Sieno le figure solide AG , KQ contenute dal- 
lo stesso numero di piani simili , uguali , e simil- 
mente posti ; cioè sia il piano AC uguale e si- 
mile al piano KM , il piano AF a KP , BG ad 
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LQ , GD a QN', DE ad NO , e finalmente FU '■ 

a PB ; e die di più ciascun loro angolo solido 
non costi di più di tre angoli piani : dico che la 
figura solida AG sia uguale, e simile all’ altra KQ. 

Poicliè ai vertici A, c K degli angoli piani uguali 
BAE , LKO si sono adattale in sublime le linee 
rette AD, KN, le quali comprendono co’ lati de- 
gli angoli proposti uguali angoli , ciascuno a cia- 
scuno , cioè r angolo EAD all’ angolo OKN , e 
r altro DAB uguale ad NKL ; sarà 1’ angolo soli- 
do in A uguale a quello in K * ; e similmente si * A.XI. 
dimostreranno uguali tra loro i rimanenti angoli 
solidi delle figure proposte . Adunque se la figu- 
rà solida AG si applichi alla figura solida KQ ^ 
in modo, che la linea retta AB combaci colla KL; 
dovrà la figura ^iana AC combaciare coll’altra KM, 

^ che gli è uguale, e simile, e perciò le linee i-etle AD, 

DC , CB comhaceranno colle KN, NM, ML; i punii 
A , D , C , B cadranno ne’ punii K , N , M , L; 
e 1’ angolo solido in A combacerà coll’ angolo so- 
lido in K. Laonde il piano AF combacerà col pia- 
no KP , e la figura AF colla figura KP , per es- 
ser queste ugnali, e simili tra di loro . Quindi le 
linee rette AE , EF, FB comhaceranno colle KO, 

OP, PL j ed i punti E ed F cadranno in O, e P: 
e similmente si dimostrerà , che la figura All com- 
baci colla KB ; la linea retta DII colla NR:e che 
il punto H cada in R. Or poiché 1’ angolo solido 
in B è uguale a quello in L , si potrà dimostrare 
nel modo stesso di poc’anzi, che la figura BG com- 
baci colla LQ; la linea retta CG colla MQ; e che 
il punto G cada in Q . Adunque tutti i piani , e 
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tirtli i ]all delJa figura solida AG combaciano coi 
jjiani , e coi lati dell’ altra figura solida KQ -, e 
perciò la figura solida AG sarà uguale , e simile all’ 
altra KQ. 

Quindi se due figure solide ec. C. B. D. 

PROPOSIZIONE XXIV. 


TEOREMA. 

Se un solido sia conteaut» da piani paralleli., 
gli opposti tra questi saranno parallelogrammi u- 
guali -, e simili . 

Il solido BGEC sia contenuto dai plani 
leli AC , GF ; BG , CE ; BF , AE : dico che 
i suoi piani opposti sieno parallelogrammi uguali , 
e simili . 

Poiché i due piani paralleli BG , CE sBno se- 
gati dal piano AC 5 saranno anche parallele le lo- 
* iS.XI. ro comuni sezioni AB , CD * . Similmente essendo 
paralleli i- piani BF , AE , le intersezioni loro 
BC , AD col piano AC dovran pure essere paral- 
lele ; quindi la figura quadrilatera ABCD è un pa- 
rallelogrammo. E nel modo stesso si dimosti^erà, eli’ 
è un parallelogrammo ciascuna delle altre figure AH, 
HE, EC , DG, CH . Ciò posto si congiungano le 
AH , DF ; è poiché AB è parallela a DC , e BH a 
CFj i due angoli ABH , DGF avendo pai-allcli i lo- 
^ XT essere uguali * ; e quindi i due 

tn'angoli ABH, DCF avendo i lati intorno agli 
angoli uguali in B, ed in G rispcllivamcnte ugua- 
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ìi * àTràmio la base AH uf.ialc alla base DF , c 
sarà pure il triangolo ABll uguale al triangolo 
I»CF . Quindi il doppio del primo triangolo , cioè 
il parallflojrraliinro AblKr , sarà, uguale e simile 
ali’ altro paralb logrammo JjCFE , cb’ è doppio 
dc-ir alliO triangolo . Smiiimcnle si dinioslierà 
clic il parallelogrammo Dl> sia uguale e simile all' 
«lii’o EH , e che CH lo sia a DO . 

Dunque se un solido ec. C. B. D. 

PROPOSIZIONE XXV. 


TEOREMA. 


Sé Uh sòlido parallélèpipédo si seghi con. urti 
piano paràllelo «’ piani opposti ; sarà come la base 
*aUa base , cosi il solido di solido , 

N-, B. Eudhle cbìatìia sjieclalitìcntò paratlelepi^ 
pedo quel solido eh* è terminalo da ssi piani , gli 
opposti de’ quali sono paralleli,, e uhc perciò so» 

Ho parailelogrtmmi '* » •*2,|.XI. 


Sia il solido paràllelcpipedo ABDC Segalo dal 
pianò FG paralhdo ai piatii Oppósti AR , flD : 
dico che stia la base AF alla base FH -, come il 
solido ABEF al solido EGDC . 

Imperocché si jnblutighi AH dall’ una parte o 
dall’ altra , c si pongano ùgUali alla EH quante si 
vogliano HM, MN; uguali poi alla EA quante allre 
si vogliarto AK , KL , e si compiscano i paralle- 
lograaijiù LO , KY , KQ , MS , ed i solidi LP « 
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HV 
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MT . E poiché le lince rette LK 


AE sono ugnali tra di loro , i parallelo- 


grammi LO , KY', AF saranno anche tra di loro 
uguali . Similmente sono tra loro uguali i paralle- 
logrammi KX , KB , AG ; come jjure tra loro 
24.XI. uguali sono gli altri parallelogrammi LZ , KP , 
AR, che sono opposti *. E similmente si dimostra 
'che non solo sicno tra loro uguali i parallelo- 
grammi EC , HQ, MS 5 ma che lo sien pure tra 


loro 


Il altri 


rallelogrammi HG , HI , IN 5 'e 
, finalmente che anche i parallelogranuni HD, IMV , 

NT sicno tra loro uguali Dunque tre piani del 
solido LP sono uguali c simili a tre piani del solido 
KR,ed a tre piani del solido AV ciascuno a ciascuno. 
Ma i rimanenti tre che sono opposti a questi, sono 
uguali e slmili rispettivamente ad essi ; c ‘quindi tra 
loro : e ciascun angolo solido di tali figure solide e 
contenuto da tre angoli plani. Dunque i tre ‘solidi 

* B.XI. LP , KR , AU sai-anno tra di loro uguali * . Per 

la stessa ragione anche ì tre solidi ED, HV, MT 
sono uguali ti’a loro; e perciò quanto è multiplicg 
,la hase LF della hase AF , lant' q multiplice il 
solido LU del solido AU'. Così anche si dimostra 
che qiiaut’ è multiplice la hase NF della hase HF 
altrettanto il solido NU 1 ’ è del solido EDì 'Or se 
la hase LF è uguale alla hase NF il solido LU 

* B. XI, è uguale al solido NU *; se la hase LF supera l'ài- 

tra NF, il solido LU supererà il solido NU;ése mi- 
nore, minore. Laonde avendo quattro grandezzè , 
cioè le due hasi AP’, FU, ed i due solidi AU, ED; 
ed essendosi presi della base AF e del solido AU 
qualunque ugualmente multijdici , cioè in Fast? 
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XF , ecl il solido LU ; come anche della base FH '■ 
■c del solido ED essendosene presi altri ugualmen- 
te multiplici tpialiinqtie , cioè la base FN , ed il 
solido WU: si è dimostrato che se la base LF su- 
pera la base FN , anche il solido LU superi l’ 
altro NU se uguale , uguale ; e se minore , mino- 
4||t perciò come la base AF alla base FH cosi 

Età il solido AU al solido ED . 

Per la qual cosa so un solido etc. C. B. D. 

PROPOSIZIONE XXVI. 

PaOBLEHA. 

'jdd una data linea retta , e ad un punto data 
in essa costituire un angolo solido uguale ad un 
angolo solido dato il qual sia contenuto, da tre. 
angoli piani ^ 

Sia data la linea retta AB , ed in essa il punto J!g, a6i 
A , e sìa anche dato 1’ angolo solido in a il qua- 
le é contenuto da’tre angoli piani bac , bad, dac \ 
fa d’uopo costituire alla data linea retta BA , e 
nel punto A dato in essa un angolo solido uguale 
al dato in a . 

Si prenda in uno de' lati ad del dato angolo 
solido in a un punto d , dal quale si abbassi la 
perpendicolare de sid piano dell’ angolo bac , che 
tra quelli che comprendono 1’ angolo solido dato 
è 1’ opposto alla ad ; e poi per lo punto dell’ in- 
contro e si tiri comunque nel piando dell’ angolo 
bac la linea retta bec che incollili i lali ah^ ac di 
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■■ tin tìil angolo iie’ Jninli ò , c , Ciò posto si co* 

atihiisa al pxinto dato A nella linea retta AB l* 
angelo BAC ugnale al dato hac , si taglino le 
il A , AC rispcltivahienle uguali alle ba , ac , g si 
congiunga BC •. E pcrcliè i due triangoli BAC y 
hac hanno i latlBA, AG uguali ai lati ba, «c, ci^ 
senno a- ciascuno , e 1’ angolo BAC è pure iigifle 
air altro bac ; dovrà essère la base BC uguale alla 
base bc , 1’ angolo ABC uguale all’ angolo abe , e 
r angolo ACB all’ altro acb. Ciò posto si tagli dal- 
la BC la BE uguale alla bc ; ed elevala dal-punto 
E la ED perpendicolare al piano ABC ed uguale 
ad ed , si congiunga AD ; dico che 1’ angolo soli- 
do che si costituisce in A dai ti’e angoli piani 

, DAC , BAD , DAC sia il cercato'. ‘ 

Si uniscano le AE -, BD‘j ae , bd . TL poiché i 
IHaugoli ABE , abe hanno il lato AB Uguale al la- 
to ab , il lato BE uguale a be , e gli angoli ABE^ 
abe compresi da questi lati uguali sono anche uguali} 
dovranno avere urlali le lord basi AE t, ae : e 

quindi ne’ triangoli AED , aed rettangoli in E } 
e , essendo rispettivamente uguali i lati intorno 
agli angoli retti in E ed e , saranno puiU uguali 
le loi'o basi AD , ad . E cosi pure essendo i 
lati BE , ED intorno all’ angolo retto del trian- 
golo BED uguali rispettivamente ai lati bc, ed in- 
torno all’ angolo retto dell’ altro triangolo bed sa- 
ranno uguali le lox’o basi BD , bd . Laonde i due 
triangoli BAD , bad avendo i lati BA , AD u- 
guali a’ lati ba, ad, ciascuno a ciascuno j e la basé 
BD uguale alla bd ; avranno anche 1’ angolo BAD 
uguale all’ altro b<td . E Uel J»odo stesso si di- 


Digitized by Googk 


D t E tj c r. 1 D E. 37 LiL. 11.' 

V)Os.tr^rà l’angolo DAC uguale all’ altro due . 

Quiudi essendosi a’ vertici A , a de’ due angoli 
piani BAC, bac adattale in sublime le linee rette, 

:ad, ad cte comprendono angoli uguali co’ lati BA, 

AC, in, ac di essi angoli BAC, bue , cioè BAD a 
iati, e DAC a dac-, gli angoli solidi che si sono in 
W modo costituiti ne’ punti A , a saranno uguali. 

E perciò ad una data linea retta , ec. C. B. 

PROPOSIZIONE XXVII, 
problema. 

Descrivere un parallelepipedo simile, e sirriH- 
mente posto ad un altro dato, e che abbia per uno 

de' suoi lati una data linea, retta, 

* 

Sia 'data la linea ietta AB , ed il parallolepi- * 7 . 
pedo CD: la d‘ uopo descrivere un parallelepipe- 
do simile e similmente posto al dato CD , e 
che abbia per uno de’ suoi lati la linea retta AB, 

Si costituisca alla linea retta AB e nel punto A 
dato in essa un angolo solido uguale all’ altro in 
C del parallelepipedo CD , e tale che sia 1’ an- 
golo KAB uguale a GCE , 1’ altro HBK ad FCG, 
ed il rimanente HAB ad I CE. Di poi si faccia come 
CE a CG , cosi BA ad AK , c come GC a CF , 
cosi KA ad AH : finalmente si compisca il parai» 
lelogrammo BK , cd il solido AL j sarà questo il 
parallelepipedo cei’cato , 

E poiché EC sta a CG , come • BA ad 
AK j perciò i due p^rallclograouiù £G , BK 


I 
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■ aven« 3 o proporzionali i Iati intorno agli angoli u- 
guali ECG , BAK saranno simili : e per la stes- 
sa ragione è anche il parallelogrammo KII simi- 
le all'aUro GF, ed il parallelogrammo HB simile ad. 
FE . Quindi tre parallelogrammi del solido AL 
sono rispettivamente simili a tre altri parallelo- 
grammi del solido CT) . Ma sono poi questi tre 
piani in ciascun parallelepipedo uguali e simili agli 
opposti : e di piu gli angoli piani da’ quali 
comprendonsi gli angoli solidi di tali parallelepi- 
pedi sono tra loro uguali e similmente disposti ; 
che perciò essi angoli solidi sono rispettivamente il- 
♦d.xi.XI.guali*. Laonde il solido AL sarà simile all’altro CD*, 
E quindi alla data linea retta AB ec, C. B. 

PROPOSIZIONE XXVIIL 

teorema, 

» 

per le diagonali corrispondenti di due piani 
'opposti di un parallelepìpedo vi passa un plano , c 
<!uesto divide un tal solido per meta • 

fg. 24. Sia il parallelepipedo AF , c siono AH, DF le 
diagonali del piani opposti Bti , CE , le quali sot-' 
tendono gli- uguali angoli di questi parallelogram- 
mi : dico che per esse AH, DF vi passa un piano, o 
che questo divide il parallelepipedo AB per metà. 

Poiché BG è parallela ed uguale sì a DA che 
ad FH, sarà DA uguale e parallela ad FH : sono 
poi esse congiunte ne’ loro estremi dalle AH, DFj 
quindi queste cougiungenti saranno ancora uguali 
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9- parallele ; perciò esse consisteranno in nn pia-’’"'” “ 

no , c la figura DAHF sarà un parallelogrammo. 

Ma è poi il parallelogra^^mo DB simile ed uguale 
all’ altro, EH , come pure il parallelogrammo CH 
a DG , ed il triangolo ABH al triangolo AGH , 
e r altro DCF a DEF , Dunque i due prismi 
ABHFCD , AGHFED ne’quali resta diviso il pa- 
rallelepipedo DH dal piano, DAHE essendo ter- 
minati da piani uguali in numero , ed uguali e si- 
mili tra loro , e di più avendo ciascun angolo, 
solido, contenuto, da tre angoli piani solamente , 
saranno uguali e simili tra loro * . * 

Laonde per le diagonali ec. C. B.. D. 

PROPOSIZIONE XXIX 

T E O a E M A 

1 parallelepipedi i quali hanno la medesima 
hase e V altezza stessa , ed i di cui lati insistenti 
(illa base vanno a costituirsi nelle stesse linee ret- 
te , sono uguali tra loro . 

Nella stessa base AB vi sieno i paràllepipedi^. 28. 
ugualmeute alti AH, AK, i di eui lati AF, AG, 

LM; LN5 CD, CE, BH, BK che insistono alla 
base comune vadano a costituirsi nelle stesse li- 
nee rette FN , DK ; dico che il solido AH sia u- 
giialc ali’ altro AK . 

. Imperocché essendo un parallelogrammo si CII 
cliQ CK,sarà CR uguale si a DH che ad ÉK : adun- 
que DU è uguale EKj c quindi dovrà esser pure 
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' ■ DBugHnleadHK.Perlochc il triangolo CDEcwguale 
al triangolo BHK. Ma è poi il parallelogrammo DG» 
ugnale al parallelogrammo HN ; t* per la st essa ragione 
dì poc’anzi il triangolo AFG è uguale al trian- 
golo LMN j cd è il parallelogrammo CF uguale aL 
jaralIelograBimo BM , ed il parallelogianuno CG- 
all’ altro BN ; poiché sono opposti . Dunque U 
prisma contenuto dai due Iriaugoli AFG, CDE , 
c dai tre parallelogrammi AD , DG , GC è uguale 
al prisma che si contiene dai due triangoli LMN, 
BIIK , e dai tre parallelogrammi BM, MK , KL. 
Laonde togliendo dal solido. ALBCDFNK. il pris-. 
ma LMNBIIK , e poi dallo stesso solido tol- 
tone un’ altra volta 1’ altro prisma AFG CDE ; 
sarà il rìmanettle solido , cioè il parallelepipedo, 
All uguale all’ altro rimanente solido, cioè al pa-» 
TallelcpipeJo AK. 

Adunque i parallelepipedi cc., C. B» D^ 



PROPOSIZIONE XXX. 


teorema. 


I parallcllepipedi ohe hanno la bcue stessa e- le» 
medesima altezza, sebbene i lati insistenti alia ba^ 
se non vadano a costituirsi nelle stesse lince rette^ 
sono pure uguali tra loro . 

29* Sieno nella stessa base AB i parallelepipedi «- 
gualmentc alti BF , AH,, ed i loro lati AI'^, AG, 
LM , LN , CD , CE , BH , BK non si vadano a 
costituire nelle stesse linee rette ; dico che aneJie U 
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solido AH sia uguale all’ allro AK . 

Si prolunghino le FD , MIl , e le NG , KE 
finché conTengano ne’ punti O, P , Q , R; e si 
uniscano le AO, LP, BQ, CR. E poiché il pia- 
no LBHM é parallelo alF opposto ACDF ; e che 
il piano LBHM è quello in cui esistono le paral- 
lele LB, MHPQ, e quindi la figura BLPQ : e 1’ al- 
tro piano ACDF è quello nel quale si trovano le 
parallele AC , FDOR , e quindi anche la figura' 
CAOR ; saranno perciò le figure BLPQ , CAOR 
in piani paralleli tra loro. E nel modo stesso, es- 
sendo il piano ALNG parallelo al piano opposto 
CBKE; ed il piano ALNG quello in cui esistono le 
parallele AL, OPGN , e quindi la figura -ALPO; 
il piano poi CBKE quell' alti'O nel quale sono lo 
parallele CB , RQEK e quindi la figura CBQR ; 
anche le figure ALPO, CBQR saranno in piani tra 
loro paralleli . Ala sono anche paralleli tra loro 
ì piani ACBL , ORQP 5 per conseguenza il solido 
AQ é un parallelepipedo. Ma il jiarallclepipedo AH 
è uguale al parallelepipedo AQ ; poiché sono sopra 
la stessa base ,• ugualmente alti, ed hanno le linee 
rette AF , AO , CD , CR ; LM , LP , BH , BQ 
insistenti alla base che vanno a costituirsi nello 
stesse linee rette FR , MQ ; ed é poi lo stesso 
solido AQ uguale all’ altro AK; jjerché anch' essi 
hanno la medesima base ACBL , sono ugualmen- 
te alti , e le linee rette AO , AG , LP , LN ; 
CR , CE , BL , BQ che insistono alla base van- 
no a costituirsi nelle «tesse linee rette ON , RK. 
Dunque il parallelepipedo AH sarà uguale all' al- 
tro AK . 


Lìh. II. 


» 
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Laonde i parallelepipedi oc. C, B. D. 

Cor. Quindi se nel parallelepipedo AH i lati 
FA , DC , HB , ML insistenti all.a Base- AB sieno 
a questa inelinati : dai punti A , C , B, L si ele- 
vino ad essa le pei-pendicolari AO, CR, BQ, LP , 
le quali incontrino in piano FH opposto ad essa 
base AB ne’ punti O, R, Q, P , e si uniscano le 
Or, RQ, QP, PO , E poiché le AO , LP sono 
perpendicolari allo stesso piano ACBL, sono an- 
* 6, XI. che parallele * : ma è pure AC parallela ad LB ; 
quindi U piano CAON , che passa per le AC , 
AO sarà parallelo all’ altro, piano BLPQ che 
passa per le LB, LN , Similmente si dimostra es- 
sere il piano CQ parallelo all’altro AP -, ed i pia- 
ni AB , OQ sono già paralleli . Dunque il solido 
AP è un parallelepipedo , ,ed è uguale all’ alti’o, 
LD * . E perciò . 

Ogni parallelepipedo i di cui lati insistenti alla 
base sieno a questa obbliqui è uguale a quel paral- 
lelepipedo ugualmente alto , che ha la stessa base^ 
ed i lati insistenti alla base perpendicolari ad essa, 

PROPOSIZIONE XXXI^ 

. \ 

teorema.. 

I parallelepipedi ehe hanno basi uguali e la 
stessa altezza sono uguali tra loro , 

Jig, 3o, • Sieno i parallelepipedi LK , LP posti nelle u- 
guali Basi AB , CD, e che abbiano la stessa altez- 
za: dico che il solido LK sia uguale all’ altro LP« 
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In primo luogo si supponga die i lati tli que- 
sti tali solidi che insistono alle basi AB , CD 
sicno perpendicolari ad esse 5 e si dispongano i 
solidi in tal modo , che le basi si tro\’ino in un 
medesimo piano , ed i lati GL , LA di questo 
stieno per dritto ; dovrà la linea rejtta LM , che 
insiste ad esse basi nel punto L esser comune ai 
due solidi LK, LP . Sieno inoltre AG, HK , BE; 

DF, OP, CA' que’ rimanenti lati de' due parallelepi- 
pedi che insistono alle basi; c se mai l’angolo BLA 
non è uguale all’ altro DLC, si prolunghinole BL, 

OD finche s’ incontrino in I, e per C si tiri QCll 
parallela a BLI, che prolungata incontri in R la HB 
anche prolungata. Finalmente si compiscano i solidi 

LS, LT, Ciò posto il solido LT il quale ha per base 
il parallelogrammo LN, e per piano opposto a questa 
]’ altro parallelogrammo IT è uguale al solido LP, 
la cui base è lo stesso parallelogrammo LN, e DP 
è il plano opposto ; poiché essi hanno anche la me- 
desima altezra , ed i loro lati MV, MF, NT, NP; 

LT, LD, CQ, CO insistenti alla “comune base cadono 

nelle «tesse linee rette parallele PV, OI*. Or il pa- * 29.XI. 
Tallelogrammo CD è uguale al parallelogrammo CI, 
perchè sono posti sopra la stessa base LC , e tra 
le medesime parallele LC, 01 ; ed il parallelogram- 
jno DC si è supposto uguale all’ altro AB ; quindi 
sarà il parallelogrammo IC uguale ad esso AB ; e 
perciò questi due parallelogrammi IC , AB Serbe-- 
ranno uguali ragioni al terzo parallclogramnio LR> 
cioè sarà IC ad LR , come AB ad LR . Ma IC 
sta ad LR come il parallelepipedo IN all’ altro LS; 
poiché r intero parallelepipedo IS si è diviso col 
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*a5,XI. MLCN parallelo a' piani opposti IT, BS *, 
E similmeulc essendoci il parallelepipedo AS di<^ 
viso col piano LBEM parallelo a’ piani opposti 
AK , CS sta il parallelepijjedo LK all’ altro LS , 
come la base AB all’ altra LB . Quii\di sta il pa- 
rallelepipedo IN al parallelepipedo LS, come 1’ ali 
tro LK allo stesso LS : e perciò i due parallele- 
pipedi IN ed LK sono uguali . Ma il parallele- 
pipedo IN si è dimostrato uguale all’ altro IP ^ 
laonde sarà anche questo parallelepijiedo QM u-, 
gualc all' altro LK* 

Che se i lati insistenti alle basi de’ dge pa,t 
rallelepipedi proposti si suppongano ad esse obbli- 
qui : siccome ciascun di questi parallelepipedi p< -4 
reggia quell’ altro eh’ è ugualmente alto , è posto 
sulla stessa base , ed ha i lati insistenti a questi^ 
e*3o.XI. perpendicolari ad essa*; e che tali solidi si sonc^ 
poc’ anzi dimostrati uguali : perciò anche i pro« 
posti saranno tra loro uguali. 

Adunque i parallelepipedi etc., C. P. D. 

PROPOSIZIONE XXXIL 

T E O R E H A.I 

/ parallelepipedi della medesima altexxa hannck 
tra loro la stessa ragione delle basi . 

fig- 3i. Sieno AB , CD i parallelepipedi proposti della 
stessa altezza ; dico che stia 1’ un solida all’ altro, 
come la base AE all’ altra CF . 

Si applichi al Iato FO_dclla baso di uno di ossi 
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bolidi CF Un parallelogrammo Ft£ ugnale all’ altro ' 
^E, in modo cIjc 1' angolo FGH sia ngtiaie all’ an- 
'golo LCG*, ’e poi SI compia il paralleiejnpedo GK, 
la di cui liase sia FH , rd una delle linee rette 
ad essa insistenti sia FD : sarà un tal solido GK. 

'uguale al proposto AB 5 poiché sono posti nelle 
ngualt Làsi AE , FH , e sotto ugualmente alti * - *3l, XI, 
Ed essendo tutto il parallelepipedo CK diviso dal 
piano 'GD parallelo a’ suoi plani opposti CP , 

HK , dovrà stare il Solido GK , o il suo Uguale 
AB , all’ altro CD , come la base FH , 0 1’ altra 
•uguale ÀE , alla base CF . 

E perciò i parallelepipedi ec. C. B. D. • 

^>ROPOSIZIONE XXXIIE 

T È 0 R E M 1. ’ 

5" parallelepipedi sirhili sono tra loro in rùgìoti 
triplicata de' lati omologhi. 

Sietto i parallelepipedi sìmili AB , CD , e sia ìl/f. 3 a. 
hto AE deir uno omologò al lalò CF dell'altro: 
dico che il solido AB stia all’ altro CD in tripli 
cata ragione di AE a CF . 

' Imperocché si prolunghino i lati AE, GE, HE 
fn K L, ed M , e si ponga EK Uguale a CF , 

EL ad FN ^ ed EM ad FR ; poi si com« 
pia il pa vali elogra mino KL , ed il solido KO ^ 

E poiché le due KE , EL sono uguali rispet- 
tivamente alle CF , FN , e 1’ angolo KEL 
^ Uguale all’ angelo NFC , ttientru il primo dLesn 
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' è uguale all' angolo GEA con cui sta al vertice, é 

' Taltro è pvH'c uguale a questo stesso angolo GEA per 

*d. IO. XI. la similitudine de’ solidi AB, CD*; sarà quindi il 
pavallelbgrammo KL uguale e simile all’ altro CN: 
e dimostrandosi similmente die il parallelogrammo 
KM sia uguale e simile all’ altro CR, ed il parallelo- 
grammo LM all’ altro FD ; saranno tre paralle- 
logrammi del solido KO uguali e simili, ciascuno % 
ciascuno, a tre altri del solido CD. Ma i tre rima- 
nenti opposti a questi sono anche uguali e simili 
rispettivamente ad essi; perciò il solido KO è uguale 

• B. XI. esimile all'altro CD *. Ciò posto, compiasi l’altro 

parallelogrammo GK, e poi sulle basi GK, LK si 
costituiscano i solidi EX ed LP della stessa altez- 
za 'che il proposto AB , cd in modo , che là li- 
nea EH sia un loro lato comune . E poiché per 
la similitudine de’ solidi AB , CD , e permu- 
tando sta AE a CF , come EG ad FN e come 
Eli ad Fll : ed FC è uguale ad EK , FN ad 

EL , cd FR ad EM ; sarà perciò come AE 
ad EK , coà EG ad EL , ed HE ad EM . 
Ma come AE ad EK , cosi sta il parallelogram- 
mo AG all' altro GK; come GE adEL, così sta 
GK a KL ; c come HE ad E M, cosi è pure PE a. 
KM. Dunque come il parallelogrammo AG all’ altra 
GK , cosi sta GK a KL e PE a KM. Ma come 
AG ad GK, così sta il parallelepipedo AB all'al- 

* a 5 .XI, tro EX * ; come GK a KL, cosi sta il parallele- 

pipedo. EX. all’altro LP ; e come PE a KM, cosi 
sta il parallelepipedo PL all’ altro KO . Laon- 
de come il solido AB al solido EX cosi starà que-i 
$lo stesso EX al terzo LP ^ cd il terzo LP aL 
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Vfuarto OK . Or se ci sono 'qOaltBo grandezze 
in continua proporzione ; la prima si dice ave- 
re alla filarla triplicala ragione di quella che 
ha alla seconda * ; duhcpie il solido AB scr- *d.u.V. 
hcrà al solido KO , o al suo uguale CD , triplica- 
ta ragione dello stesso AB ad EX , Ma la ragione 
del solido AB all’ altro EX , poc’ anzi si è mo- 
strato pareggiar quella di AE ad EK j quindi il 
solido AB slaH all’ altro CD in triplicata ragio- 
ne del lato AE del primo al suo omologo CF 
deir altro. C. B. D. t 

Cor. Da òiò è hiàuifesto , che se vi sieno quat- 
tro lineo rette continuamente proporzionali , la 
prima di esse starà alla quarta, come il parallele- 
pipedo che ha per lato la prima all’ altro simile 
c similmente jiosto che ha per lato omologo la se- 
conda . Imperocché la prima sta alla quarta in 
triplicata ragione della prima alla seconda . 

i 

PROPOSIZIOJVE XXXIV. 

/ 

TEOREMA. ' 

I parallelepipedi che sono contenuti dia parai- Jig, 33. 
Iclogrammi equiangoli tra loro , ciascuno a ciaseu-- 
no, cioè quelli i di cui ahgoli solidi sono tra loro u- 
giiali , sono tra loro in ragion composta dalle l am 
gioni de' lati intorno a questi angoli . 

Sieno i parallelepipedi AB , CD de’ quali AB 
è contenuto da’ parallelogrammi > AE , AF , AG , 
che sono cquiaugoli , ciascuno a ciascuno , ai pa- 
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raHelogi’arimi KL , IlL , liK da’ quali è conte- 
unto il solido CD : dico che la ragione che ha 
il solido All al solido CD sia composta dalle ra- 
gioni di AM a DL, di AN a DK, e di AO a DH * 

Si prolunghino le MA, NA^ OA in P, Q , R» 
in modo tale che AP sia ugnale a DL, AQ a DK 
ed AR a DH 5 e poi si compia il parallelepipedo . 
AX coatcnulo dai parallelogrammi AS , AT, AV 
uguali e simili , ciascuno a ciascuno, agli altri pa- 
rallclogra jimi KL, HL, KII; che perciò un lai solido 

* B.XI. AX è uguale e simile al solido CD* j Si compisca an- 

che il solido AY la di cui Lase è AS, ed AO è una 
delle linee rclte insistenti alla Lase ; indi si espon- 
ga una qualunque linea retta a , e si faccia come 
AìM ad AP , cosi a ad un altra linea retta b , 
come NA ad AQ , Cosi b a c , e come OA ad 
AR , cosi c a. (t , E poiché il parallelogrammo AE 
è equiangolo all’ altro AS , sarà AE ad AS , co- 
■* l 3 .VI. me a a c* . Ma i solidi AB, AY essendo coslilui- 
ti tra gli stessi piani paralleli BOY j EAS, e per- 
■ ciò avendo la stessa altezza, sono 1’ uno all’ altro 
Come la Lase AE alla Lase A8 ^ cioè come a a c. 

Ed il solido AY sta al solido AX , come la Laso 

* a 5 . XI, OQ alla Lase QR * , cioè come OA ad AR, o sia 

come c a d. Per, la qual cosa essendo il solido AB 
al solido AY come la retta a all’ altra c, ed il so- 
lido AY al solido AX , come c a d , sarà jJer e- 
qualità il solido AB al solido AX , o sia CD ^ co- 
me a a d. Ma la ragione di a a d è composta dal- 
le ragioni di a a ò, di ò a c , e di c a d , le qiiali 
sono le stesse, ciascuna a ciascuna, colle ragioni 

di, MA ad AP, di WA ad AQ 8 di OA ad AR, ed 
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i ktl AP*,iAQ, AB. sono uguali ai lali DL , 

DK, DH, ciascuno 4 ciascuno . Dunque il solido. 

AB sta al solido CD in ragion composta dalle ra-i 
gioni dei. lati intorno agli angoli uguali,: cio^ di^ 

AM a DL , di AN a DK , e di AO a Di}.. 

£ perciò, i parallelepipedi ec. C. B- D, 

P B O P 0 S. I Z I O N E XXXIY, 

TiO^^MA... r 

£e basì de' parallelepipedi uguali si reciprocati» 
folle altezze ; e sono uguali quc' parallelepipedi qhf 
Jianno le basi reciproche alle altezze ^ 

Sieno i parallelepipedi uguali AB , CD : dico che fig. 34. 
ie di loro Basi sieno reciproche alle altezze , cioè 
che stia come la Base AL alla Base CO, cosi l'al-p 
tézza del solido CD a quella dell' altro AB . 

Sieno primieramente i loro lati AG , EF , LB, 

HK i CM , NX , OD , PR che insistono alt 
le Basi AL , CO , perpendicolari a queste ; e . si 
si^fponga di più che tali Basi non sieno uguali ; 
poicBè nel caso che esse fossero uguali , per 
1 ’ uguaglianza de’ parallelepipedi , anche le altezze 
AG , CM si dovreBBero pareggiare , e quindi se ne 
potrcBBe concBiudere AL a CO , come CM ad AG, 
Adunque sia AL la maggiore di esse ; è chiaro che 
essendo il parallelepipedo CD uguale aH’altro AB, 
e la Base dì questo minore della Base di quello, dcBBa 
la sua altezza CM esser maggiore di AG altezza dell’ 
altro . Si tagli perciò dalla CM la CT uguale alla 
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' AG, e si compisca il solido CQ: serberà a questo u- 

gual ragione ciascun de’ dati , perchè uguali ; e 
quindi sfarà AB a CQ , come CD a CQ . Ma sla 
il solido AB all’ altro CQ , come la base AL alla 
*3a XI. base CO 5 poiché essi sono ugualioenle alti * : ed 
è poi il solido CD allo slesso CQ , come la base 
*a5.XI. PM alla base PT *, cioè come CM a CT , o ad 
AG ; dunque starà AL a CO , come CM ad AG. 

E perciò le basi de' parallelepipedi AB , CD si 
reciprocano colle altezze . 

Sieno ora le basi de’ proposti parallelepipedi AB, 

CD reciprocamente proporzionali alle altezze y 
cioè sia la base AL alla base CO , come l’altezza 
CM del solido CD all’ altezza AG del solido AB: 
dico che il solido AB sia uguale all’ altro CD , 

. Poiché essendo AL a CO, come CM ad AG , è 

chiaro che se le basi AL e CO sono uguali , deb- 
bano anche pareggiarsi le altezze CM ed AG,. ed 
esser quindi uguali i parellelepìpedi proposti *. Che 
*3l.XI. se poi si supponga essere AL maggiore di CO j 
dovendo per conseguenza anche CM superare AG, 
si tagli da CM la CT uguale ad AG , e si compi- 
sca il solido CQ . E poiché sta il solido AB éJP 
altro CQ, come la base AL alla base CO *5 ed è 

* 3a XI. poi 1’ altro solido CD allo stesso CQ , come la 

base PM alla base PT * , c quindi come CM a 

* a5. XI. CT, o ad AG: le prime ragioni di queste due pro- 

porzioni saranno uguali del pari che le seconde; e 
sarà perciò AB a CQ , come CD a CQ : laonde | 

i solidi AB e CD serbando ragioni uguali allo 
stesso Solido CQ , saranno uguali . ■ 

Che se poi quei lati de’ parallelepipedi proposti < 

I 

I 


Di 
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che insistono alle basi non sicno a qiiesle per-”' ' ' 

pcntlicolari I siccome tali pavallelepipcfli iic paresi— 
giano rispeltivaincnte due altri , clic hanno con 
essi le stesse basi , le medesime altezze , ed i 
lati insistenti alle basi perpejidicolari ad esse * 
ne segue che siccome si è dimostrato per questi 
secondi , che essendo essi uguali , le loro basi' 
sicno reciprocamente proporzionali alle altezze 
e che al contrario se le basi sieiio reciprocamen- 
te proporzionali alle altezze , tali . solidi sicno ii- . “ 
giiali; lo stesso debba anche verificarsi pe’ primi, 
cioè per quelli i di cui latunsisteuti alle basi,, gli. 
sono obbliqui . ' 

E perciò i parallelepipedi qc. G. B. D, 

N. B. Ciò che si dimpstra^ da Euclide nella 
Proposizione 35 e nel suo Corollario , si è da noi 
recato nel Corollario della Projìosiziouc A di que- 
sto Libro^ ( Fegg. le .ÌXote ), 

P R Q P O S' I Z I O K E XX3^VI, 

^ • j 

' teorema. 

Se da tre linee rette proporzionali si formi un 
parallelepipedo, sarti questo solido uguale all' altro 
equiangolo ad esso, che si faccia dalla media, e eh' i 
perciò equilatero . 

Sicno A, B, C tre linee rette proporzionali, cioè Sr 35 
stia A a B , come B a C ; dico che il parallepipedo 
che si Toma da esse A , li , C sia uguale al paral- 
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" ‘""“lelepip»»}© equiangolo al primo , che si forma • 

B , è eh’ è perciò equilatero » 

Si esponga 1 ’ angolo solido in I 4 contenuto daà 
tre angoli piani MLN » MLX , XLN. , prese 
ne’ suoi lati le parti LM , LX ed uguali ri-, 
speltivaraente alle tre linee rette date A , fi , C ^ 
si compia il parallelepipedo LH j e poi ad una li-, 
nea rotta FE uguale- alla B , iu un suo eslt eino, 

£ , si costituisca ivu angolo solido uguale all’ al-^ 
irò eh’ è in L e prese negli altil due lati di 
questo, angolo le parti EG , £D uguali alla EF , 
si compia l’altro parallepipeda Elv^ 

E poiché A sta a B , come B a C ; staré pur® 
ML ad FE , come ED ad I.N : e perciò i paralie-» 
grammi MN, FD cho hanno, per- costruzione, u-» 
guati gli angoli in L ed E ,, avendo reciprocamen-*. 
te proporzionali i loti intorno a questi angoli sa- 
sanno uguali . Or- essendosi adattate a’ vertici Z/. 
ed E de’ due angoli piani i^guali MlìiN FEDI 
le due linee rette sublimi ed uguaK LX ed Etx 
le quali comprendono colle L!\f , LN j FE. , EDfe 
angoli ugnati , ciasoun» a eiascuno y e< sim>l-*- 
mente postij le- perpendicolari che da’ punti X e G 
si abbassano su i piasi MN ed FD debbono esse-. 
*C«A.XI«re uguali*. Dunque i parallelepipedi LH ed EK. 

cosliluiti dalle tre linee rette A , B G nel modo 
già detto , avendo uguali le loro basi MN ed FD , 
'*3l*XI>ed uguali anche le loro %lte*ze, saranno uguali * ^ 

. £ perciò se da tre linee proporzionali ec^ G.B.D», 
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Ì^ROPOSIZIONE XXXVII. 

!r S O il £ H A k 

* -ij** 'quatti^ iineè rettè sono proj)OrKÌon<iTi ; i 
parallele pifTedi simili e similmenie posti che da 
■v^sse descrii^onsi -, sarafino anche propórziunali ■. E 
■se i parallelepipedi simili e similmente posti che 
'desàriuonsi da quattro linee rette sono proporeio- 
tiali ^ anch' esse linee rette saraano proporzionali > 

Sieift) AB -v Cl) , ^ GH piatirò lìnee rette 

^roporaionàli , cioè stia AB a CD , come EF a 
GH , 'e si descrivano ‘dalle due AB , CD i j>aral- 
lelepipedi simili e similmente posVi AK , CL ^ e 
■dalle altre due EF, GH ^Ji altri parallelepipedi 
liricbc simili e similmemte posti EM , GN • dico 
ebe stia il parallelepipedo AK all 'altro CL , come 
il parallelepipedo EM all’ altro GN-. 

Si facciano contìnuamente proporzionali le AB, 

Cd , O e ^ come pure le EF , GH , Q ed Bi, 

5E poiebé AH sta a CD corae EF>a GH ; sarà an-». 

V:bc CD ad O , come GH a Q ; ed O a P , conte 
’IQ ad. K ■: Quindi le tre grandezze AB ^ CD , O sa»* 
ì-ùniiO in ordinate A'glone colle altle Ire EF ^ 

GÈI ^ « perciò èssendo AB ad O , come EF n 

IQ , di nuovo he ti^ grandezze AB , O , e P sa» 
i'ànno in (rt'dinatà ragione colle altre tre EF , 

ÌQ ed B : e cplindi starà AB a P , conte EF ad R. 

Ma come AB a P , Cosi sta il ‘solido AK all’ al- 
tro CL * ; e come EF ad R, cosi é pare il soli- * 5,33 XI. . 
do EM «1 solido GN { «dnn^pte come U solido 
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AK al solitlo GL, cosi sta il solido EM al solì- 
tlo GN . 

Sia adesso il solido AK al solido GL, come il 
solido EM al solido GN : dico t;lie stia anche la 
linea retta AB all altra GD^ come la EE alla*GH. 

Imperocché si faccia come AB a GD , cosi EF 
ad ST; c poi si descriva dalla ST nn parallelcpipt> 
* 2,7. Xl. do slmile e similmente posto ad EM, o pure e GIV *. 

E poiché cotrie AB a GD , cosi sta EF ad ST, e 
si sono descritti dalle AB , GD i parallelepipedi 
AK , GL simili e similmente posti ; come pure 
dalle EF , ST gli altri EM , SV anche simili e 
similmente posti -, sarà q^uindi AK a GL , come 
EM ad SV._Ma si é supposto essere AK a GL, 
•come EM a GN ; laonde il solido GN è uguale 
al solido SV ; gli é anche simile e slmilmente po- 
sto ; perciò i ]iiani da’ quali essi sono contenuti 
sono uguali c simili 5 c quindi saranno uguali i 
loro lati omologhi GH , ST . Per lo che essen- 
do AB a GD , come EF ad ST, ed ST uguale * 
GH ; sarà AB a GD , come EF a GH . 

Adunque se quattro lince rette ec. C. B. D, 
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PROPOSIZIONE XXXVIII. 

teorema. 

Se un piano sia perpendicolare ad un altro , 
e da un punto preso in un de' piani , si abbassi 
la perpendicolare sull' altro j (juesta cadrà nella, 
loro comune sezione , 

Sia il piano CD perpendicolare airallro AB, ed /Ig. By, 
AD sia la loro comune sezione , c da un qualun- 
que pillilo E preso nel piano CD si abbassi sul 
piano AB la perpendicolare : dico ebe questa deb- 
ba cadere nella AD . 

S’ é possibile cada fuori della AD , come la 
EF , ed incontri in F il piano AB: dal pun- 
to F eh' è nel piano AB si abbassi sulla AD lip 
perpendicolare FG , la quale sarà anche per- 
pendicolare al piano CD * , e si unisca EG . E 4- XI. 

jioicliè la FG è perpendicolare al piano CD , cd 
è toccata nel punto G dalla EG, che si trova in 
questo piano ; perciò I’ angolo FGE sarà retto . 

Ma la EF è perpendicolare al piano AB, e quindi 
è anche retto 1 ' angolo EFG . Laonde nel trian- 
golo EFG vi sarebbero due angoli retti ; il che 
è assurdo . Adunque la perpendicolare abbassata 
dal punto E sul piano AB non cadrà al di fuori 
della AD ; ma bensì in questa . 

E perciò se un piano ec. C. B. D. 

N. B. Per la Prop. XXXIX, che si è da noi tra- 
lasciata , veggasi la Nota ad essa . 
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PilOPOSIZIOlN^E Xti* 

!• E O R E Ut A'. 

Se vi sieno due prismi triangolari ugualmente 
alti ^ uno de' <juali aùbia per base un parallelogrammo 
è V «Uro un triangolale ^uel parallelogrammo sia 
doppio di questo triangolo’, essi prismi saranno uguali^ 

f(gt 38» Sieno ABECDF,, GHKLMN due prismi trian* 
golai'i “Ugtìalmeiile -alti , ri pi-itno de’ -quell è con** 
tenuto dai due triangoli ABE , CDF , c dai tie 
pa'rallelogi'ammr Al) ^ DE , EG ; e 1’ altro cou- 
tiensi dai due triangoli GHK, LMN, e ^ai tre pa* 
rallelogramini LH , HN, KG > e di più per lo pri- 
mo di essi si prenda -per Base H porallelogi amirio AF, 
e pel' 1’ altro il triangolo GHK , c quel qrarallelo- 
grammo sia doppio di questo triangolo : dico che 
il prisma ABECDF sia ugnkle alqnism'a GHKLMN. 

Si compiscano i solidi AX , GO . E poiché il 
parallelogrammo AF èvdoppio del triangolo GHK^ 
e die di questo triangolo n’ è anche doppio il 
parallelogrammo HK 5 sarà il parallelogrammo AF 
ugnale al parallelogrammo HK . Laonde i due 
parallelepipedi ED, GO avendo Basi uguali AF,HK 
e la medesima altezza , saranno uguali ; e perciò 
dovranno anche essere Uguali i prismi proposti 
ABECDF , HGKNLM, che sono rispettivamentti 
* aS.Xl. la metà di que’ parallelepipedi *. 

Quindi se vi sieno due prismi ec. C. B. D. 
FINE DELL’ XI. LIBRO . 
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IL DUODECIMO LIBRO 

DEGLI 

ELEMENTI DI EUCLIDE, 


• LEMMA I. 

^^E'vi sÌÈfio dae granàtìète àisUguati , i •si tei- 
j^a dalla maggiore più che la metà , poi dal re- 
'siduo si tolga anche più che la metà , c cos\ 
continuamente si faccia -^ vi dovrà finalmente rima- 
nere unii grandezza che sarà 'più piccola della mi- 
nore delle proposte 

Sicno le due grandeza'e disAgdalI AB,C,'^lle qil&K 
•AB sia la maggiore ; dico 'che se si tolga da AB più 
che 1» metà , e dal Residuo si tolga anche più 
la metà , e ciò si conlimii Sempre a fat-e ; vi dovrà 
finalmente rimanere una grandezza minore di G . 

Imperocché essendo C omogenea ad AB , pre- 
sa più volte dovrà superarla . Sia donque ED v 

epici multipHcù di G eh’ è il primo a superare 
BA , ed esso sia diviso nelle parli EG , GF , FD 
ciascuna uguale a C ; e poi si tolga da BA più che 
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la metà BII , dal residuo II A più che la metà 
HK, e ciò si continui a fare Cncliè BA resti di- 
visa nello stesso numero di parli della ED . Ciò 
fatto , essendo ED maggiore di BA , se da ED 
si tolga EG eh’ è meno della metà di essa, e da 
BA se ne tolga più che la metàl BH ; dovrà il re- 
siduo GD esser maggiore dell’ altro HA : e simil- 
mente togliendo da GD la sua metà GF, e da HA 
più che la metà sua HK •, dovrà il residuo FD 
esser maggiore di KA . Ma FD è uguale a Cj 
dunque C sarà maggiore di KA, C. B. D. 

L E M M A II. 

Dati due cerchi concentrici, iscrivere nelmag-^ 
giare un poligono di kiti uguuU, ed in numero pa- 
re , il qual non tocchi il cerchio minore . 

fS‘ 4o. Siene ABDC , ahd i due cerchi proposti , che 
sian descritti intorno al comune centro O: biso- 
gna iscrivere nel maggiore di essi ABDC un poli- 
gono di lati uguali ed in numero pare , il qual 
non tocchi il cerchio minore abd 

Per lo centro comune O si tiri la linea retta 
BD , c poi dal suo estremo D si tiri al cerchio 
iad la tangente DflA;iiidi si divida continuamente 
per metà la semicirconferenza BAD , si dovrà, fi- 
nalmente pervenire ad un arco minore dell' altro 
*H >XII. ACD *; suppongasi esser questo CD, e si con- 
giunga la linea retta CD, sarà qujsta il lato del 
poligono cercato . / 

Imperocché essendo l’arco DCA.maggiore dcll'ar- 
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ro CD , la corda DC di questo dovrà cadere al ' 

di là della corda AD di quello, per rispetto, alla 
rirconfei enza biul ; e quindi siccome la linea ret- 
ta DA tocca il cercliio had , l’ altra DD noa 
dovrà nemmen toccarla . E perciò se si vada a- 
daltando swccessivam<mle nel cercliio ABCD que- ■: ' 
sta DC , si verrà a descrivere in esso un poligo- 
no di lati ugnali, ed in numero pai e, che non toc- 
'cherà il cerchio minore ahd. C. B. F, 

CoK. Che se fossero dati i due archi di cerchi» * 
DCE , dae descritti intorno al comune centro O, 

■e si volesse dividere I' esteriore di essi DCE in 
tal numero di parti uguali , sicché alcuna delle 
linee rette tirate per due punti prossimi di tali di- 
’visioni non potesse toccare 1’ altro aixo dae. È 
chiaro che si olter clihe piò che si dimanda tirando 
per un osfremo D dell’ arco DE la tangente DnA 
all’ altro arco dae -, o al cerchio della di cui cir- 
conferenza quest' arco n’ è parte , c poi dividen- 
do sempre per metà I' arco DE , finche si giun- 
ga ad un arco DC minore di DA . 

PROPOSIZIONE I.’ 

TEOREMA. 

f polìgoni slmili iscritti ne' cerchi sono tra 
loro come i quadrati de' diametri . V 

Sieno I cerchi ABCDE , FGIIKL , ed in es- 
li ci sieno iscritti i poligoni simili ABCDE , 

FGHKL : dico che stia il quadrato, .di BM a 


4 
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quello di GN , come il poligono* ABCI)lE! all’ àl>» 
lio FGHKL . 

Si congiung&no le BE j AM 5 GL ^ FN t E per» 
cliè il poligono J^jBCDE è simile al poligone* 
FGHKL j sax’à and è il tliangolò BAE simile al 
* *Oi Vi, triangolo GEL * t e perdo 1' angolo BEA ugiiaJe 
air altro GLF' . Ori due angoli BEA j GLF pa-* 
reggiano rispettivamente gli altri BMA , GlNF ; 
dunque saranno anche tra loro uguali questi cine 
altri angoli BMA, GNF ; e pi-rclò i due triangoli 
BAM , ‘ GFN rettangoli in A ed F avendo an- 
che Uguali gli angoli AMB ^ FN G saranno simi^ 
li 5 e starà BA a GF , coinè BM tl GN , ed il 
quadralo di BA a quello di GF , come il qua- 
drato di BM air altro di GN, Ma il quadrato 
di BA sta all’ altro di GF , come il poligono 
ABCDE air altro FGHKL ; perchè si quei qua* 
drati , che questi poligoni sono tra loro in dii-a 
ragione di BA a GF * ; dunque starà 
pure quel poligono a questo come il quadrato di 
BM a quello di GN . 

£ perciò i poligoni simili cc. C< B, D< 

PROPOSIZIONE II. 

T E O R £ X A . 

/ cerchi sono ira loro conte i quadrati da* 
diametri < 

Jlg, 4a. Siene i cerchi ABCD , EFGH, e BD , FH i 
loro diametri : dico che il quadrato di BD sliA 
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•1 quadrato di FH , come il cerchio ABCD al ^ 
cei'chio E FGH . 

Imperocché se ciò n<Jn é, il quadrato di BD avrà 
a quello di FH la stessa ragione del cerchio ABCD 
ad un’ altro cerchio minore di EFGH, o pur mag« 
giore . L’ abbia primieramente ad un minore che 
sia efgrh ,e s'intenda esser questo descritto intor™ 
no allo stesso centro dell’ altro EFGH. Ciò posto 
s’ iscriva nel cerchio maggiore EFGH un poligono 
ENFPG ec. di lati uguali ed in numero pare, il qua- 
le non tocchi ì] cerchio minore efgh * i e poi un*l,a.xil 4 
altro poligono AIBKC ec. simile a questo s'iscri- 
va nel cerchio ABCD-.sarà il poligono AIBKC ec. 
al poligono ENFPG ec,,comc il quadrato di BD * 
all’ altro di FH * . Ma quel quadrato si è sup- * 
posto essere a questo , come il cerchio ABCD all’ 
altro EFGH ■, quindi starà il cerchio ABCD ai 
cerchio EFGH , come il poligono AIBKC ec. all’ 
altro ENFPG ec. . Per lo che essendo il cerchio 
ABCD maggiore del poligono AIBKC ec. in esso 
iscritto , sarà anche 1’ altro cerchio e/gh maggioro 
del poligono ENFPG ec. in cui è compreso . M«. 
n’ è minore ; perciò non sta il quadrato di BD a 
quello dì FH, come il cerchio ABCD ad un altro 
e/gh minore di EFGH . E similmente si dimo- 
strerebbe che non possa «stare il quadrato di I H 
a quello di BD come il cerchio EFGH ad un 
altro cerchio minore di ABCD . 

Che se si supponga essere il quadrato di BD a 
quello di FH, come il cerchio ABCD ad un altro 
cerchio SVT maggiore di EFGH ; sarà inverten- 
do il cerchio SY7 all’ altro ABCD, come il qua«« 
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" drato di FII a quello di BD . Mail cerchio 5VT' 

deve stare all’ altro ABCD ^ come il cerchio. 
EFGII ad un altro cerchio* che sarà minore di 
ABCtì ; poiché il cerchio SVT è maggiore dell’ 
altro EFGH : quindi starebbe il quadrato di FU 
a quello di BD , come il cerchio EFGH ad um 
altro minore di ABCD . Lo che si è già dimo- 
strato impossibile . ^ 

Laonde non potendo il quadrato di BD serba — 
re a quello di FH la stessa ragione che il cerchia. 

' ABCD ad un altro cerchio minore di EFGH, o. 
pur maggiore; dovrà stare il quadrato di BD a quello, 
di FH , come il cerchio ABCD al cerchio Eh GII.. 
E perciò i cerchi ec. 

PROPOSIZIONE IH. 

! 

T £ O K B M A . 

Ogni piramide a base triangolare sì divide- 
in due piramidi, anche a basi triangolari, simili ed>. 
uguali tra loro , e simili alla tutta ; ed in due 
prismi uguali , i quali sono maggiori della metà- 
deli' intera piramide . 

43. Sia la piramide che lìa per base il triangolo 
ABC, e per vertice il punto D: dico che una tal ]>i- 
ramide ABCD si divide in due piramidi , cl e- 
banno anche per base de’ triangoli , e che sono 
uguali e simili tra loro , e simili alla tutta ; ed 
m due prismi uguali , i quali sono maggiori della 
metà deir intera pii’iyuide . 
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DI EtTCLIDE. 

Si dividano per metà i Iati AB , BC , CA, AD^ 
DB , DC de’ triangoli che terminano la piramide 
triangolare ABCD in E , F , G , H, K, L, e 
poi sì uniscano le EH, EG , (jH , HK , KL , 
LH, EK, KF, FG . E poiché AE è ugnale ad EB, 
ed AH ad HD ; sarà EH parallela a DB . Per 
la stessa ragione anche HK è parallela ad AB ; 
d\in<pie la figlila sJIEBK è un parallelogrammo j 
e' perciò HK è uguale ad EB , e quindi ad AE , 
ed EH è uguale a BK , ossia a KD . Laonde i 
due ta’iangoli EAH , KHD , avendo i lati EA , 
AH uguali ah lati KH , HD , ciascuno a ciascuno , 
e la Base EH uguale alla Base KD , saranno ugua- 
]i e simili : e per la stessa ragione il triangolo AHG 
è pure uguale e simile al triangolo HLD . Or per- 
chè i lati EH, HG dell’angolo EHGsono rispet- 
tivamente paralleli ai lati KD, DL dell’ altro angolo 
KDL, eh’ è in un piane diverso da quello in cui si 
trova il primo; perciò rangoloEIIG è uguale aH’altro 
KDL *: ma sono anche ugnali, ciascuno a ciascuno, i 
lati che comprendono questi angoli; quindi i trian- 
goli EHG, KDL saranno uguali e sìmili; e perciò 
la base E G sarà uguale alla Base KL. Inoltre i tre 
lati EA , AG, GE del triangolo EAG , essendo u- 
guali , ciascuno a ciascuno , a’ lati KH , HL , LK 
dell’ altro ti'iangolo KHL ; dovrà anche il tìian- 
golo EAG essere uguale e simile all'altro KHL, 
È dunque la piramide a Base triangolare E AGII 
uguale e simile all’altra anche a Base triangolare 
KHLD * . 

Or essendosi dimostrata KH parallela a BA, 
é chiaro che il triangolo KDH sia equiangolo , e 
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• perciò simile all’ altro BDA ■, e similmente si ri- 

leva che il triangolo DKL sia simile a DBG, ed iJt 
triangolo, DHL aU'allro ADC. Ma è poi il triangolo; 
BAC simile all'altro E AG, e questo si è dimostrato, 
simile al triangolo KHL ■, laonde sarà it triangolo 
BAC anche simile al triangolo KHL : e quindi 
•A.XIe)la piramide- BACD è simile all’altra HKLD* ^ 
d.io.Xl)P er lo che essendosi dimostrata, questa pii'amldo- 
HKLD. simile all’ altra AEGH dovrà anche la, 
piramide AEGH esser simile alla piramide ABCD: 
e perciò ciascuna^ delle- due piramidi AEGH , 
HKLD sarà simile all’ intera piramide ABCD 
E poiché BF è uguale ad FC , sarà il parallclo- 
gramnao EBFG doppio del triangolo GFC ; e 
quindi il prisma contenuto dai due triangoli BKF,, 
EHG, e dai tre parallelogrammi EBFG, EBKH,, 
KHGF sarà uguale all’ altro che si coutiejje dai; 
due triangoli GFC HKL-, e dai tre parallelo-, 
grammi KFCL , LCGH ,. IIKFG ^ poiché se- 
■ si prende per base del primo prisma il paralle-. 

logrammo EBFG, e per base dell’ altro il trian-, 
golo GFC ii primo di essi avi^à per base un pa- 
rallelogrammo doppio del triangolo ch’òb.tse del- 
•40. XI. altro , e saranno di più ugualmente alti * . Ed 
è poi manifesto che ciascuno di questi due prismi 
BKFEHG , e GFGHKL sia maggiore di ciascu- 
na delle piramidi AEGH, HKLD : poiché se sì 
unisca £F, si vede che il pi'isma BKFEHG è 
maggiore della piramide EBFK . Mà questa pira- 
mide è uguale all’alti'a AEGH ; poiché sono con- 
*B. XI • tenute da’ piani iiguali e simili *;^crciò anche II niis- 
ma BKFEHG è maggiore della piramide AEGH.. È 
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l’ altro prisma GFCHKL , perchè ugnale al pri- 
sma KBFHEG , è anclie maggiore della piramide 
HKLD , eh’ è ugii.'flc ali’ altra AEGH . Adunque 
i due prismi dei quali si è parlato sono maggiori 
di queste due piramidi . E perciò 1’' intera pira- 
mide ABCD a hase triangolare si è divisa in due 
piramidi uguali e slmili tra loro , *ed alla tutta ; 
ed in due prismi uguali , che sono maggiori della 
metà della piramide intera . C. B. D. 

; PROPOSIZIONE IV. 

« 

TEOREMA.. 

Se una piramide triangolare si divida in due 
piramidi triangolari uguali e simili tra loro, e si- 
mili alla tutta , ed in due prismi uguali ; poi 
ciascuna delle piramidi che si ottiene da questa 
prima divisione si divida nel modo stesso , e così 
in seguito ; e la medesima divisione si pratichi in 
un' altra piramide triangolare di uguale altezza 
alla prima : sarà come la base della prima pira- 
mide alla base dell' altra , cosi tutt' i prismi che ^ 
si contengono nell' una a tutt' i prismi che conten— 

gonsi nell' altra , e che sono uguali in numero . • 

« 

Sia la piramide triangolare ABCD , ed essa si /J 3 ; 
divida in due piramidi ugnali tra loro e simili al- e 44 * 
la tutta y ed in due prismi uguali 5 poi si divida 
ciascuna delle piramidi che si ottengono da questa 
divisione nel modo stesso , e cosi si continui 
successivamente j e la medesima tUvisionc si pva- 
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ticlil neir altra piramide MNOX di uguale 

altezza alla prima : dico che come la base ABC 
_ alla base M]\ O , cosi stiano tuli’ i prismi cbe si 
contengono nella piramide AECD a lutti gli altri, 
uguali in numero , cbe si contengono nella pii'a->^ 
mide MXOX . 

Si faccia pei’ ciascuna delle piramidi ABCD , 
MNOX la stessa costruzione che nella prtccdcnltt 
proposizione. E poiché BF è uguale ad FC, ed AG 
a GC , sarà FG parallela a BAic perciò il trian— 

. gelo BCA è simile al triangolo FCG : e così pure 
si dimoslterà essere il triangolo NOM simile all’ 
altro QOR . Or poiché BC *é doppia di CF , ed 
NO di OQ ; sarà BC a CF , come NO ad OQ ; 
ed essendosi descritti sulla prima e seconda di 
^este linee rette i due rettilinei simili e simil-. 
mente posti BCA ed FCG,, e 'sulle altre due NO- 
ed OQ gli altri rettilinei simili e similmente posti 
NOM, QOE; dovrà stare il triangplo BCA al trian- 
golo FCG, come il triangolo NOM all’altro QOR,^ 
c permutando starà il triangolo BCA al triangolo 
NOM, come il triangola FCG al triaugojo QOR. 

^ Or poiché i piani ABC, HKL sono pai'allelì, come 
anche gli altri ININO, ST\ ; lo perpendicolari che 
« dai punti D , X si abbassano su i piani ABC , 
MNO, le quali sono tra loro uguali, dovranno re- 
star divise per metà dagli altri piani HKL,STYj 
poiché anche le altre linee rette DC , XO son 
i-.XI. divise per metà dai piani stessi ne' punti L, Y *. 
Laonde i due prismi GFCHKL , RQOSTY sa- 
ranno ugualmente alti : e perciò starà il prisma 
FGCKllL al prisma QROTSY, come la base FCG 
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i(th» taso QOR5 cioè come il triangol9 BCA all’altro *— — — 
N.OM . E poiché i due prismi che esistono nella 
piramide BCAD sono tra loro uguali, come anche 
tra loro uguali sono gli altri due che conlengonsi 
nella piramide MNOX*; sarti perciò la somma de" * 3 «XII. 
due primi a quella de' due altri, come un di quelli 
FGCKHL ad un^dl questi QORTYS *, cioè, secondo * i 5 . V» 
si è dimostralo, come BCA ad NOM. Similmente 
si dimostra che, divise le piramidi KHLD , TSYX 
nel, modo stesso che le proposte, sta. la somma de’ ' 

due prismi contenuti nella prima a quella degli 
altri, due che conlengonsi nella seconda , come |a 
baso JiKL alla base STY, e quindi come FGC a 
QRO, o finalmente come BAC ad NMO. Dunque 
come BAC ad NMO, così starà la somma de’ dtic 
prismi compresi nella piramide BCAD e degli altri 
due compresi nella piramide KHLD; alla somma 
de’’ quattro altri prismi , due compresi nella pira- 
mide MNOX , e due altri nella piramide TSYX. 

E continuando a dimostrare lo stesso per gli prismi 
che si ottengono d*alla divisione delle piramidi 
EAGH , PMRS , e di tutte le altre che risultano 
dividendo queste e le precedenti KHLD , TSYX 
coutinuamentc , nel modo indicato nell’ enuncia- 
zione ; si concluderà in fine , che la somma di tut- 
ti i prismi contenuti nella piramide BACD stia 
alla somma di tutti quelli che conlengonsi nell’al- 
tra MNOX, e che sono in numero uguale al pri-' 
mi, come la base dell’ una piramide BAC alla ba- 
se NMO dell’ altra . C. B. D. 




Digitized by Google 



Lib, la. GliElemewtt 


PROPOSIZIONE V» 

teorema. 

Le piramidi triangolari di uguali altezze aom. 
no tra loro come le basi . 

« 

fg. 43 . Sicno le piramidi triangolari ugualmente alte- 
^ 44 - ABCD , MNOX : dico che stia la base ABC aliai 
base MNO , come la piramide ABCD alla pira- 
mide MNOX . 

* 

Poiché se non è cosi , starà il triangolo ABC al 
triangolo MNO , come la piramide BACD ad un> 
solido minore che la piramide MNOX, o pur mag- 
giore. Sia primicrainenfe ad un so-lido minore V ; e 
dividasi la piramide MNOX in due piramidi tra 
loro uguali , e simili alla tutta , ed in due jmsmi 
uguali , i quali nella somma sono maggiori della. 
* 3. XII. metà della piramide * j indi si dividano simil- 
mente le piramidi che ottengo'nsi da una tal. divi- 
sione j e così si continui a lare , finché vi restino, 
alcune piramidi nella pii’amidc MNOX,le quali sieno- 
minori delTeccesso della piramide MNOX sul so- 
*1.1. XII. lido V *. Dinotino, per esempio, un tal residuo- 
le piramidi PMRS , TSYX; che perciò i prismi che 
in tal modo resteranno assegnati nella piaamide 
MNOX dovranno esser maggiori del solido V. Ciò 
fallo si divida la piramide BACD similmente alla pi- 
3‘amidc MNOX , ed in tante parti, in quante si è 
divisa questa ; sarà come la base ABC alla base 
MNO , cosi la somma dei prismi contenuti nel- 
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la piramide BACD alla somma dì cpiellt allri clic 
Conteiigonsi nella piramide MIXOX *. Ma corno la * 
base ABC alla L.ase MJSO , cosi sta pure la pira- 
mide ABCD al sòlido V . Dunque la piramide * 
ABCD starà al solido V , come tutt’ i prismi con- 
tenuti nella piramide ABCD a tutti Quelli che contcn- 
gonsi nella piramide MNOX 5 e quindi essendo 
la jiiramide ABCD maggiore del prismi in essa 
conlemrti, sarebbe anche il solido V maggiore di 
quelli che si contengono nella piramide MNOX . 

Ma n’ è minoi-e ; il che non può essere . Adun- 
que non può stare la base ABC alla base MNO , 
come la piramide ABCD ad un solido minore del- 
la piramide MJVOX . E similmente si dimosti’ci'à 
che non possa star la base MNO alla base ABC, 
come la piramide MNOX ad un solido minore del- 
la piramide ABCD . * 

, Dico ora , che neppure possa la base BAC ser- 
bale alla base KMO , la stessa ragione che la pi- 
ramide ABCD ad un solido Z maggiore della pi- 
ramide MNOX . Poiché si avrebbe in tal caso , 
invertendo, la base MNO all’ altra ABC , come 
il solido Z alla piramide ABCD ; ma come il so- 
lido Z alla piramide ABCD , cosi deve stare la 
piramide MNOX ad un solido minore della pira- 
mide ABCD j poiché qtiel solido Z è maggiore di 
questa piramide MNOX ; sarebbe dunque come 
la base MNO alla base ABC , così la pirami- 
de MNOX ad un solido minore della piramide 
ABCD . Il che , come si è poc’ anzi dimostrato , 
è un assui’do . Laonde neppur può stare la base 
ABC alla.base MNO , come la piramide ABCD " 
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afi un solìJo Z maggiore della piramide MNOX , 
Si è poi dimostrato, che ne tampoco poteva qiiel.- 
la piramide serbar tal ragione ad un solido mitao^ 
re di qiie.<la . Adunque dovrà 'stare la base ABC 
alla base MNO, come la piramide ABCD airaitrtl 
MIVOX . 

E quindi le piramidi ec. C. B. D. 

* 

PROPOSIZIONE VI. 

T E O R E M ‘a . 

Le piramidi della stessa altezza, ^ a basi po- 
ligone , sono tra loro nella ragione delle basi , 

^g» 45. Sieno le piramidi a basi poligone ABCDEM ed 
FGHKLN, le quali abbiano la stessa altezza! di>» 
co che come la base ARCDE alla base FGIiKlj, 
così stia la piramide ABCDEM aH’altra FGHKLN. 

" Dividasi la base ABCDE ne’ triangoli ABC , 
ACD, ADE, e la base FGHKL ne’ triangoli FGH^, 
FHK, FLK; c s’ intendan cpiesti triangoli esser le 
basi di altrettante piramidi ugualmente, alte che 
le proposte , delle quali le tre prime abbiano per 
Vertice il ]>nnto M, e le altre tre il punto N. E 
poiché sta il triangolo ABC al triangolo FGH , 
come la piramide 'ABCM alla piramide FGHN;’c che 
Come il triangolo ACD allo stesso triangolo FGH, 
cosi sta la piramide ACDM aHa piramide FGHN; 
sarà il trapezio ABCD al triangolo FGH, come 
* 5,^. V. piramide ABCDM all’ altra FGIIN *. Ma é 
di nuovo come il triangolo ADE al li-iangolo 
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FGH, così la piramide ADEM alla stessa FGHN5 
quindi starà il poligono ABCDfì al triangolo F(ìH, 
come la piramide ABCDEM alla piramideFGIliV ^ • 
Similmente, paragonando i triangoli l'LK , t KH 1 
ed FGH con questo stesso triangolo FGH, e le 
piramidi FLKN , FKHN , FIItìN con quest’ iil- 
tilna piramide FHGN, si dimostrerà essere la ba- 
se FGHKL alla base FGH , come la piramide 
FGHKLM alla piramide FGHN ) ed invertendo 
la base FGH «Ila base FGHKL, come la pirami- 
de FGHN alla piramide FGHKLN . Laonde es- 
sendo la base ABCDE alla basfe FGH , come la 
piramìJe ABCflEM alla piramide FGHN , e la 
base FGH alla base FGHKL , come la 2)iramide 
FGHN all’ altra FGHKLN ; sarà , per equalilà ^ 
la base ABCDE alla base FGHKL , come la pi- 
ramide ABCDEM all’ altra FGHKLN . 

E perciò le piramidi ec. C. B. D. 

PROPOSIZIONE VII. 

TEOREMA. 

Ogni prisma a base triangolare si divide in 
tre piramidi uguali tra loro , le quali hanno le 
basi triangolari . 

Sia il prisma ebe ha per base il triangolo ABC, /g'- 4 ^> 
e per plano opposto a questa l’altro triangolo 
DEF : dico che il prisma ABCDEF si divide 
in tre piramidi triangolari tra loro uguali. 
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Si th’Iao le diagonali GE , CD , DB . E poicliA 
la diagonale DB divide il paralklograuimo ADEB 
ne’ due triangoli uguali ABD, JiDB • perciò le due 
piramidi ABDC , EDBC die lianno rispelllva- 
menlc jier Lasi que’ triangoli , e ’l vertice comune 
*5. XII. in C saranno tra loro uguali * . Ma la piramide 
che ha per base il triangolo E DB, e per vertice il 
punto C , è la stessa che 1’ altra la cui base è il 
triangolo EBC , ed il punto D n’ è il vertice ; 
poiché r nna e 1’ altra è cuntcuuVa dagli stessi 
triangoli . Dunque anche la piramide che ha per 
base il triangolo ABD, e per vertice il punto C è 
uguale a quell’ altra , che ha per base il triangolo 
EBC, c per vertice il punto D. Similmente poiché 
il parallelogrammo FCBE è diviso dalla diagonale 
CE^il triangolo ECF è uguale al triangolo ECBj 
e quindi anche la piramide che ha per base il trian- 
golo ECB, c per vertice il punto D è uguale alla 
piramide la cui base è il triangolo ECF, e lo stes- 
so punto D n’ è il vertice . Ma 'questa piramide 
si è dimostrata uguale a quell’ altra clm ha per 
base il triangolo ABD , e per vertice il punto C ; 
adunque anche la piramide che Ira per base il trian- 
golo ECF , e per vertice il punto D è uguale a 
quella che ha per base il triangolo ABD , e per 
Tertice il punto C. Quindi il prisma ABCDEF si 
divide in tre piramidi uguali , le quali hanno per 
basi dei triangoli , cioè nelle ABDC , EBDC , 
ECFD . E poiché la piramide che ha per base il 
triangolo ABD, c per vertice il punto C é la stes- 
sa che la piramide che ha • per base II li'iangolo 
ABC, e per vertice il j’unto D j poiché sono con» 
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dagli stessi piani ; e‘ che la piramide ' 

che ha per base il triangolo ABD , e per vertice 
il p*unto C si è dimostrata /esser la terza- par- 
■tc del prisma la cui base è il triangolo ABC , ed 
il piano opposto è DEF; perciò anche la pirami- 
ite che ha per base il triangolo ABC, e per ver- 
tice il punto D è la terza parte di un tal pi'isma. 

C. B. D. 

Cor. E’ chiaro da ciò che ogni piramide sia la 
tcrz« parte del jJrisma che ha la medesima base , 
c r altezza stessa . Poiché ae la base comune a 
■questi -duo solidi sia un’ altra qualsivoglia figura 
'rettilinea 5 potendosi si il prisma che la piramide 
concepir divisi rispellivamcnte in tanti prismi e 
piramidi , che abbiano per basi dei triangoli 
quanti di questi si possono assegnare in essa figu- 
ra rettilinea : e ciascuno di -questi prismi essendo 
triplo della piramide corrispondente 5 sarà la 
somma dà essi , cioè ri prisma proposto, anche tri- 
plo della somma delle •pii-amidi , cioè della pira- 
mide che ha la medesima base , c 1’ altezza stessa 
di esso prisma . 

Cor. 2. Di pù i p-ismi ugualmente alti sono, 
tra loro come le basi 5 poiché le piramidi che 
hanno le stesse loro basi , e la medesima altezza 
>ono tra loro come le basi * . . * 6, XII. 

PROPOSI Z’I ONE Vili. 

sr EO RE M A. 

Le piramidi simili che hanno le basì 
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triangolari , sono tra loro in triplicata ragione de' 
lati omologhi . 

•> 

■fiS‘ 47* Siono le pfrnmidi simili e similmente poste 
ABCG , DEFH , le quali abbiano per basi i Iri^ 

. angoli BCA , EFD , c per vertici i punti G ed 
H : dico che la piramide ABCG serbi alla pira- 
mide DEFH ragion triplicala di quella che il 
lato BC ha all’ omologo EF . 

Impei*occhè si compiscono i parallelogrimmì 
ABCM, GBCN , ABGK; ed indi poi il parallele- 
pipedo BGMLjCh’è contenuto da questi piani e 
dagli opposti ad essi . Similmente si compisca il 
parallelepipedo EHPO contenuto dai parallelogram- 
mi DEFP, HEFR, DEHX e dagli opposti a questi. 
E poiché le piramidi ABCG , DEFH sono simili , 
dovrà il triangolo ABC esser simile all’ altro 
DEF ; c quindi i due angoli ABC , DEE saran- 
^ no uguali , ed i lati AB , BC del primo saranno 
proporzionali ai lati DE , EF dell’ altro. Laonde 
i due parallelogrammi EP, BM avendo un angolo 
> uguale ad un angolo, e proporzionali i lati intorno A 

questi angoli , dovranno esser simili . E cosi 
pure si dimostrerà che il parallelogrammo BN 
sia simile all’altro'ER , e BX ad EK. Ma i tre 
parallelogrammi BM , BN , BK sono rispettiva- 
mente uguali e simili agli opposti ; ed i tre altri 
EP , ER, EX sono anche simili ed uguali ai lo- 
ro opposti ; quindi i due parallelepipedi BL, EO, 
essendo terminati dallo stesso numero di piani si- 
* A. XI. mili , ed avendo perciò uguali i loro angoli solidi * , 
*d. 10 . XI, saranno simili tra loro *. Per Io che essendo i pa- 
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re? 1 elipipfc<ii simili in iriphcata ragione de’ lo- " 

i>o Iati omologlii * ; i solidi DL , EO saranno in * 23 XI. 
■tvipiicata ragione di «juoHa che il lato BC serba 
al SHO omologo El'\ Or xomo il solido BL al so- 
lido’ KG cosi sta la piramide ABCG all’ altra 
DEFH essendo (pieste piramidi le seste parli di 
fjile’ solidi mentre i prismi che sono le metà di 
essi , sono tripli delle corrispondenti piramidi * , * y.XII. 
Dunque sarà pure la piramide ABCG all’ altra 
DEFfI in triplicata ragione di BC ad EF . 

^ScoL. Da ciò si può rilevare facilmente che an- 
che le piraniuU simili che hatino p v basi de' ret^ 
lilinei , so/to tra loro ih triplicata ragione de' iati 
omologhi . 

•Imperocché sìcno ÀBCDEM , FGIIKLN le 45. 
piramidi simili e similmente poste, le quali hanno 
per basi i rettilinei ABCDE , FGHKL . Si divi- . . • 
'dano quei rettilinei ne’ triangoli ABC, ACD, ADEj 
FGH, FHK, FKL, i quali saranno simili tra loro, 
ciascuno ’a ciascuno*. E poiché le piramidi proposte * ao.VI. 
sono simili , sarà il triangolo ABM simile al tri- 
angolo FGN , ed il triangolo fiCM simile a GHN; 

^quindi come MA ad AB, cosi sta NF ad FQjed è 
inoltre come AB ad AG , cosi FG ad FH , per 
esser simili i triangoli ABC , FGH ; quindi , per 
cqualilà -, come MA ad AG, cosi sta NF ad FH . 
Similmente si dimostrerà che AC sta a CM, come 
FH ad UN ; laonde sarà di nuovo per equalità , 
come ÀM ad MC , cosi FN ad NH ; e perciò i 
triangoli AMC , FNH, avendo proporzionali i lati, 
saranno sìmili . Per lo «he le piramidi triango- 
lari ABCM, FGHN essendo contenale da piani 
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' simili ed uguali in numero , ed avendo uguali J 

* * A.XI. loi-y angoli solidi * , saranno simili tra lo- 

ro . E nel modo stesso si dimostrerà che la pira- 
mide ACfìM sia simile alla piramide FHKJX, e la 
piramide ADEM all’ altra EX-FN . Or essendo si- 
mili le piramidi triangolari ABCM , EGrHN , sarà 
r una all’ altra in triplicata ragione del lato AG 
all’ omologo FH 5 e per la stessa ragione la pira- 
mide ACIJM sta alla piramide FHKN in triplica- 
ta ragione di AG ad FH ; quindi come sta la pi- 
ramide ACDM alla piramide FHKN , cosi starà 
la piramide AIBCM ail'altra FGHN . E similmen- 
te si dimostra che come la piramide ADEM alla 
piramide FKLN , cosi stia la piramide ACDM 
all’ altra FHKN . Laonde dovendo stare un an- 
tecedente ad un conseguente , come tutti gli an- 
*. 12. V. tecedenti a tulli i conseguenti *; sarà la piramide 
ABCM alla piramide FGHN , come tutta la pi- 
ramide ABCDEM a tutta 1 ’ altra FGHKLN . Ma 
la piramide ABCM sta alla piramide FGHN in 
* 8. XII. triplicata ragione del lato AB all’ omologo FG * j 
perciò anche tutta la piramide ABCDEM serba 
a tutta r altra piramide FGHKLN triplicata ra- 
gione del lato AB all’ omologo FG . C. B. D. 

PROPOSIZIONE IX. 

? 

teorema. 

' Le basi triangolari di due piramidi uguali si 

reciprocano colle altezze ; e reciprocandosi le basi 
triangolari di due piramidi colle altezze , e«e 
tono uguali . 
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Sieno le piramidi uguali che ahhiano le hasi 
triangolari ABC , DEF , e per vertici i pìinti G, 

H ; dico che le hasi e le altezze di queste pira- 
midi ABCG , DEFH sieno reciprocamente pro- 
porzionali , cioè che come la hase ABC alla Base 
DEF , cosi stia 1’ altezza della piramide DEFH 
a quella della piramide ABCG . 

Imperocché si compiano i parallelogriimmi AC, 

AG,^ GC, come anche gli altri DF, DH , HF 5 ed. 
indi si compiscano anche i parallelepipedi BGML, 

EHPO, i quali sono compresi rispettivamente da 
quei piani , e dagli opposti ad essi . E poiché le 
piramidi ABCG , DEFH sono uguali ; e che 
della piramide ABCG è sestuplo il parallelepi- 
pedo BL , e dell’ altra DEFH n’ é anche sestu- 
plo r altro parallelepipedo EO : perciò questi pa- \ 

rallelepipedi BL , EO saranno uguali ; e quin- 
di le loro hasi BM ed EP si reciprocheranno 
colle altezze . Ma come la hase BM alla hase EP, 
cosi sta il triangolo ABC all' altro DEF ; dun- 
que starà il triangolo ABC al triangolo DEF , 
come r altezza del solido EO a quella del solido 
BL . Laonde poiché 1’ altezza del solido BL è la 
stessa di quella della piramide ABCG , e 1’ altez- 
za del solido EO è anche la stessa che quella dell’ 
altra piramide DEFH ; ne segue che starà pure 
come la hase ABC alla hase DEF, cosi l’altezza 
della piramide DEFH all’*altezza della piramide 
ABCG . E perciò le hasi c le altezze delle pira- 
midi uguali ABCG , DEFH sono reciprocamente 
proporzionali . 

Che se i triangoli ABC , DEF si reciprochino 
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'■ eolie altezze delle pii’amidi ABCG , DEFH , cioè- 
che stia la base AllC alla base DEF , come l’al- 
tezza della piramide DEFU all’ altezza della pi- 
ramide ABCG ; dico che la piramide ABCG si^ 
uguale all’ altra DEFH 

Imperocché fatta la medesima costruzione : poi-, 
che sta la base ABC alla base DEI'’ , come 1’ al- 
tezza della piramide DE FU a quella della pira- 
mide ABCG cd è poi la base AB(i alla base 
DEF , come il parallelogrammo B.M al paraifelo- 
grammo.’EP 5 sarà perciò, come il parallelogram- 
mo BM al parallelogrammo EP, cosi 1’ altezza della 
piramide DEFH, o eli’ è lo stesso quella del pa- 
rallelepijiedo EO, all’ahezj^ della pii'amide ABCG, 
cioè del parallelepipedo BL. Quindi questi paral- 
lelepipedi saranno tra loro uguali; poiché hanno 
le basi reciprocamente- proporzionali alle altezze : 
e perciò anche uguali dovranno essere le pirami- 
di ABCG , DEFH , che sono le seste parti di., 
tali parallepipedì . 

Laonde le basi U'iaiigolari cc- C. B. D. 

2 ■ 

PROPOSIZIONE X. 

TEOREMA.. 

Ogni cono è la terza parte del cilindro-^ eh* 
ha la medesima base h /’ altezza stessa . 

fio' 49* Abbia un cono la medesima base con un cilin- 
-alro, cioè il cerchio ABCD, e 1’ altezza stessa: di- 
co che il cono è la terza parte del cilindi'o , ossia 
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che il cilindro è Iriplo del cono ^ ‘ 

Poiché se quel cilindro non è triplo del cono , 
sai'à o più che triplo di un lai cono , o pur meno. Sia 
primieramente meno che triplo ; e perciò si sup- 
ponga esser triplo di quell’ altro cono della stes- 
sa altezza che il proposto , la cui base sia il cer- 
chio abcd minore di ABCD , e descritto iutornq 
allo stesso centro . S’ iscriva nel cerchio mag- 
giore ABCD un poligono AEBFC ec. di un numero 
pare di lati uguali , i quali non tocchino il cer- 
chio minore abcd , e poi s’ intenda eretto su di 
questo poligono il prisma ugualmente alto che il 
cilindro, e la piramide il di cui vertice è lo slessQ 
che quello del cono proposto , la quale compren- 
dendo in se , com’ è evidente , il cono che ha per 
Base il cerchio «òcd q maggiore di esso . Per lo che 
essendo una tal piramide la terza parte di quel pri- 
sma, mentre tali solidi hanno la Base stessa , e sono 
ugualmente alti ; dovrà quel prisma essere più che 
triplo di quel cono che ha per base il cerchio abcd. 
E perciò essendo il cilindro proposto maggiora 
di questo prisma che vi sta dentro ; dovrà esser 
più che triplo del cono la cui base è il cerchio 
abcd , Ma si era supposto che ne fosse triplo j il 
che ripugna . Adunque non può il cilindro che 
ha per base il cerchio ABCD esser meno che tri- 
plo del cono che ha la stessa base, e la medesima 
altezza del cilindro , 

Dico ora che ne tampoco possa quel cilindro esser 
più che triplo del cono; poiché allora si potrà sup- 
porre esser triplo di quell’ altro cono di uguale 
altezza, la cui base è il cerchio PQRS maggiore di 
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~ ABCD, c descVllto ancbe intorno allo stesso centro-. 
Or s’ iscriva siniilnacnte nel corcliio PQRS un 
poligono PYQZRec. di un numero pare di lati ii- 
guali , i quali non incontrino il cerchio intcriore 
ABCD, e su di un tal poligono s’ intenda eretto il 
prisma dell’al tozza stessa del cilindi*o,e la piramide 
che ha per vertice quello del cono, c che perciò è 
iscritta in questo, e quindi n’ c minore. E poiché 
una t.al piramide è terza parte di quel prisma 
sarà perciò il medesimo piùsma meno che triplo 
di esso cono ; e quindi il cilindro proposto essen- 
do minore di questo prisma nel quale si contiene^ 
dovrà anche esser meno che triplo del cono la- 
cui base è il cerchio PQRS. Ma se n’ era suppo- 
sto triplo: e ciò anche ripugna. Laonde nè anche 
può il cilindro che ha per ljase.il cerchio ABCD 
esser più che triplo del cono che ha la s-tessa ba- 
se , e la medesima altezza del cilindro . E perciò- 
un tal cilindro non potendo esser nè meno che- 
triplo di un corro che ha la stessa sua base , e la- 
• medesima altezza , nè più ehe triplo 5 dovrà ne— 
eessax-iamente esserne triplo. C. B. D. 

PROPOSIZIONE XI. 

teo-rema-. 

I coni ed i cilindri dell' altezza stessa- sontr 
tra loro come le basi . 

5o. Abbiano la medesima altezza i coni ed i cilin— 
drij le cui basi sono i cerchi ABCD, EFGH de- 
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scrìtti intorno ai diametri BD , FH , e che bau- 
no gli assi KL , MN ; dico che come il cerchio 
ABCD al cerchio EFGH , cosi stia d cono« 
i\BCDL al cono EFGHN . 

Poiché se non è cosi , sarà come il cerchio 
’ABCD al cerchio EFGH , cosi il cono ABCDL 
ad nn cono minore dell’ altro EFGHN , o pur 
maggiore . Sia primieramente ad un cono mino- 
re , il quale abbia per vertice il punto N , e per 
3)ase il cerchio minore di EFGH , o descrit- 
to intorno allo stesso centro M . S’ Iscriva nel 
-cerchio maggiore EFGH un poligono EPFRGec. 
di un numero pare di lati uguali, il quale non 
tocchi il cerchio minore e/ffh , ed un altro poli- 
gono AYBQCec. simile a questo s’ iscriva anche 
nel cerchio ABCD ; e poi su tali poligoni s’ in 
tendano ei*ette le piramidi che hanno gli stessi 
vertici L ed N dei coni , e ohe perciò saranno 
iscritte in essi . E poiché il polìgono AYBQCec. 
sta al poligono EPFRGec. , come il quadrato del 
diametro BD a quello del diametro FH * ; ed in * i.Xl. 
questa ragione é pure il cerchio ABCD al cerchio 
EFGH 5 sarà perciò il poligono AYBQCec. al jio- 
ligono EPFRGec., come il cerchio ABCD al cer- 
chio EFGH . Ma é poi il poligono AYBQCec. 
al jioligono EPFRGec., come la jnramide che ha 
per base il jioligono A\BQCec. , c per vertice 
il punto L a quella la cui base è il poligono 
EPFRGec. ed il punto N é il vortice : e sì è 

supposto essere il cerchio ABCD all’ altro EFGH, 
come il cono ABCDL all’ altro efghN . Dun- 
que sarà il cono ABCDL al cono efgh^ , come 

G 
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" la piramide AYBQCec.L all’ altra EPFRGec.N j 

e quindi siccome il cono ABCDL è maggiore 
della piramide AYBQCec.L in esso iscritta , do- 
vrebbe anche il cono efgliN esser maggiore della 
pii’amide EPFRGec.N . Ma n’ è minore ; poiché 
questa lo comprende : adunque il cerchio ABCD 
non sta al cerchio EFGH, come il cono ABCDL 
ad un cono minore del cono EFGHN . E si- 
milmente si dimostrerebbe che non può stare il 
cerchio EFGH al cerchio ABCD , come il cono 
EFGHN ad un cono minore del cono ABCDL . 

Dico inoltre che neppure possa stare il cei'- 
cbio ABCD al cerchio Ei'GH, come il cono ABCDL 
ad un altro cono maggiore del cono EFGHN . 
Poiché s’ è possibile sia questo il cono STVN, il 
quale abbia lo stesso vertice N del cono EFGHN, 
e per base il cerchio STV maggiore dell' altro 
EFGH ; sarà invertendo il cerchio EFGH all' 
altro ABCD, come il cono STVN all’altro ABCDL. 
Ma come questo cono STVN all’altro ABCDL, cosi 
deve stare il cono EFGHN, eh’ è minore del cono 
STVN, ad un altro cono minore di ABCDL, e che 
potrà supporsi esser quello che ha la stessa altez- 
za c per base un cerchio minore di ABCD , e concen- 
trico; dunque dovrebbe stare il cerchio EFGH al cer- 
chio ABCD, come il cono EFGHN ad un altr'o cono 
dell’ altezza stessa di questo , la cui base fosse un 
cerchio minore di ABCD. Il che poc’ anzi si è dimo- 
strato impossibile. Laonde non può serbare il cer- 
chio ABCD al cerchio EFGH la stessa ragiono 
del cono ABCDL ad un cono maggiore dell’ altro 
EFGHN. Si è poi dimostrato che nè anche potc- 
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va serbarla ad un cono minore ; perciò dovrà 
stare il cerchio ABCD al cerchio EFGH , come 
il cono ABCDL al cono EFGHN . 

Or come il cono ABCDL al cono EFGHN, ca- 
si sla un cilindro all’ altro ; poiché questi cilin- 
dri sono rispettivamente tripli di c£uci coni* : duu- * lO.XII. 
que sarà pure il cerchio ABCD al cerchio EFGH, 
come il cilindro descritto sul primo all’, altro di 
uguale altezza che ha per base il secondo. C.BiD. 

PROPOSIZIONE XIL 


teorema. 


I coni ed i cilindri simili sono tra loro, in, 
triplicata ragione dei diametri delle basi , 

Sieno i coni ed i cilindri simili, che hanno per 5^ 
basi i cerchi ABCD , EFGH descritti intorno 
ai diametri BD , FH , e per assi le KL , MN : 
dico che il cono ABCDL stia al cono EFGHN, 
in triplicata ragione di BD ad FH . 

Poiché se non sta il cono ABCDL al cono 
EFGHN in triplicata ragione di BD ad FH ; sta- 
rà in questa ragione il cono ABCDL ad nn co- 
no minoi’e di EFGHN , o pur maggiore . Sia 
primieramente in triplicata ragione di BD ad FH 
il cono ABCDL ad un altro cono cfghN ,, la cui 
base é il cerchio efgh minore dell’ altro EFGH, e 
descritta intorno allo stesso centro , od il vertice 
è lo stesso punto N . S’iscriva nel cerchio mag- 
giore EFGH vtn poligono di un numero pare di 
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lati uguali EOFPGec., il quale uon tocchi il cerchio 
minore efgh ; e j)oi un altro poligono ATBYCcc. si- 
mile a questo s’iscriva nel cerchio ABCD . Su di 
questi poligoni s’ intendano erette le piramidi che 
hanno per vertici quelli dei coni proposti, nei quali 
saranno perciò iscritte -, e sia LBT uno dei trian- 
goli che contengono la piramide ATBYCec.L , 
ed NOF il corrispondente nell’ altra piramide 
EOFPGcc.N , Si uniscano le KT , MO . E 
poiché il cono ABCDL è simile al cono EFGHN, 
^d. 24. XI sarà BD ad FH , come 1 ’ asse KL all’ asse MA *. 

Ma BD sta ad FH , come BK ad FM ; dunque 
BK starà ad FM , come KL ad nlN 5 e 2)erinu- 
tando BK a KL , come FM ad iSJA . Per la qual 
cosa i triangoli BKL , P'MN , avendo uguali gli 
angoli BKL , FMN , che sono retti , »> propor- 
zionali i lati intorno ad .essi , saranno simili . 
Similmente poiché BK sta a KT , come FM ad 
IMO , e gli angoli 13 KT , FMO sono uguali j 
mentre quella parte che 1 ’ angolo BKT é di quat- 
tro retti, che sono intorno al centro K, la stes- 
sa è 1 ’ angolo FMO di quattro retti, che sono in- 
torno al centro M : dovrà il triangolo BKT essei* 
simile all’ altro hMO . E poiché si è dimostrato 
che BK sta a KL , come FM ad MÌN ; ed é poi 
BK uguale a KT ,.ed FiM uguale ad MO : sarà 
«nchc TK a KL , come OM ad MN . Quindi i 
triangoli TKL, OMN che hanno gli angoli TKL, 
OMN uguali , perché retti , saranno anche simili. 
Or per gli triangoli simili BKL , FìSIN sta LB a 
BK, come NF ad P’M; e per gli altri triangoli BKT, 
FMO, che sono anche simili , sta BK a BT , co- 
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me FM ad FO ; sarà qviindi, per erpialilù , LB a 
BT , come A F nd FO ; e similnicnte si dimoslrc- 
rà elle LT stia a TB , come NO ad OF . Laon- 
de essendosi dimoslrato esser anclie TB a BL , 
come OF ad FN 5 sarà , di nuovo per eqiialilù , 

TL‘ ad LB , come NO ad NF . Duncpie anche i 
triangoli LTB , NOF avendo proporzionali i loro 
lati , saranno equiangoli , e perciò simili : e le 
due piramidi triangolari BKTL , FMON, avendo 
i loi’o angoli solidi rrspeltivamente uguali * , ed * A.XI^ 
essendo terminate dallo slesso numero di piani simili 
r uno all’ altro , saranno simili ; e quindi 1' una 
di esse starà all’ altra in triplicata ragione di BK 
ad FM. E nel modo stesso , conducendo dai pun- 
ti A , Q , ec. delle linee rette al punto K , e dai 
punti E, R,ec. delle linee relle all' altro M, e su 
i triangoli che vengono in tal modo a formarsi 
intendendo erette quclh; piramidi che hanno i vertici 
stessi dei coni, si dimostrerà che ciascuna delle prime 
piramidi stia a ciascuna delle altre, in triplicala ra- 
gione di BK ad FM , o eh’ è lo stesso di BD ad 
FII. Ma come un antecedente ad un conseguente, 
così stanno tulli gli antecedenti a tulli i conse- 
guenti ; dunque come la piramide BKTL all’ al- 
tra FMON , così deve stare 1’ intera piramide 
ATBYCec.L all’intera piramide EOFPGcc.N ; o 
perciò anche quella piramide starà a questa, in tri- 
plicata ragione di Bl) ad FH . Laonde essendosi 
supposto che in questa ragione stia il cono ABCDL 
all’ altro e^/iN ; starà quel conO a questo , corno 
^'la piramide ABCDL all’ altra e^àN . Adunque 
^ccome quel primo cono è n^aggiore della pirami- 


\ 
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de ATBYCcc.L in esso iscrìlla , dovreLLe an- 
clie il cono eJg/iN esser maggiore della piramide 
JlOl'PGec.N . Ma ii’ è minore , poiché questa 
lo comprende 5 adunque il cono ABCDL non pnò 
serhare ad un cono minore dell’ altro EFGHN 
ragion triplicata di BD ad FH , Similmente di- 
mostreremo che non possa la ragion triplicata di 
F’H a BD essere uguale a quella del cono EFGHN 
ad un cono minore dell’altro ABCDL. 

t)ico ora che nè tampoco possa la triplica- 
ta ragione di BD ad FU esser quanto quellii 
! del cono ABCDL ad un cono maggiore del cono 

EFGHN , ed ugualmente alto , il quale per 
conseguenza abbia per base il cerchio STV mag- 
giore deir altro EFGH . Imperocché inverten- 
do si avrebbe il cono STVN all’ altro ABCDL 
in triplicata ragione di FH a BD . Ma il cono 
STVN deve stare all'altro ABCDL , come il cono 
EFGHN, ch’é minore di STVN, ad un altro cono 
minore di ABCDL, che potrà supporsi avere lo stes- 
so vertice di questo , e per base tin cerchio mino- 
re di ABCD e descritto intorno allo stesso centro, 
adunque sarebbe il cono EFGHN a questo in tripli- 
cata ragione di FH a BD , E ciò si é dimostrato 
poc’ anzi impossibile . Non potendo dunque la ra- 
gione triplicata di BD ad FH pareggiar quella del 
cono ABCDL ad un altro cono minore, o mag- 
giore di EFGHN , che gli si è supposto simile ; 
dovrà necessariamente essere il cono ABCDL al 
cono EFGHN in triplicata ragione di BD ad FH. 

Or il ceno ABCDL sta al cono EFGHN , co- 
me il cilindro che ha la stessa base ed altezza d.*l 
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primo colio all’ altro che ha la stessa hasc ed al- 
le^za deir alleo cono ; poiché questi cilindri aven- 
do le medesime Lasi ed altezze dei coni , ne sono 
tripii', dunque anche 1 ’ uiv cilindro starà all’altro 
in triplicata ragione di I3D ad hH . C. 13. D. 

PROPOSIZIONE XIII. 

* 

TEOREMA, 

Se un cilindro sia segato da un piano parai- 
lelo ni piani opposti ^ starà come il cilindro al ci- 
lindro , aos\ r asse all' asse . 

Sia il cilindro AD segato dal piano GH parai- fig. Sa, 
lelo ai piani opposti Ali , CD , il quale incontri 
r asse EF in K , e sia la linea GH la comune 
sezione del piano GH e della superficie del ci- 
lindro AD ; sia di più AEFC quel 2 >ai’allclogram- 
mo rettangolo che rivolgendosi intorno al lato 
EF descrive il cilindro AD * , e la retta GK sia "d. 2 i.XI 
la comune sezione del piano GH coll’ altro AEFC, 

E poiché i piani paralleli AI^ , GH sono segati 
dal piano AEKG , le loro comuni sezioni AE , 

GW saranno parallele* ; quindi AK é un parallelo- * iG.XI, 
grammo rettangolo , il quale perciò nel rivolgersi 
intorno ad EK descriverà un cilindro , ed il suo 
lato GK opposto ad AE descriverà un cerchio , 
d cui centro sarà il punto K ; ed un tal cerchio 
essendo lo stesso che la sezione GH , è chiaro che 
il piano GH divida il cilindro AD nei due cilin- * 

dri AH, CD , che sono quelli che terrehLcro dq- 
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scritti dalla rivoluzione dei parallelogrammi AK ^ 
GF intorno alle EK , KF . Or io dico die stia 
il cilindro AH al cilindro HC , come 1’ asse EK 
all’ asse KF . 

Si produca l’asse FE daH’una e dall’altra parte, 
e poi si taglino quante se no vogliano EN, NL n- 
guali alla EK, e quante altre ne piaccia FX, XM 
uguali alla KF 5 e per gli punti L, N, X ed M si 
tirino i piani paralleli alle Lasi AB, CD del cilin- 
dro: si dimostrerà come si è fatto del piano GH, che 
le comuni sezioni di quei piani c della superficie del 
cilindro prodotto sieno cerchi, i quali hanno per cen- 
tri i punti L, N, X ed M : e di più che tali piani 
tronchino i cilindri OS, RB , CY c TQ . Ciò pre- 
messo , i tre cilindri OS , RB ed AH avendo u- 
guali le loro altezze LN , NE ed EK , dovranno 
.♦ii.XTI. esser tra loro come le basi*; e perciò saranno uguali 
al pari di cfuesle : dunque il cilindro OH e l’asse 
suo LK saranno ugualmente multiplici del cih‘n<lro 
AH e del suo asse EK . E similmente si dimo- 
strerà che il cilindro GQ e ’l suo asse KM sono 
ugualmente multiplici del cilindro GD e del 
suo asse KF . Or è chiaro , che se 1’ asse LK 
del cilindro OH è maggiore dell’ asse KM dell’ 
altro cilindro GQ, anche quel cilindro è mag^o- 
re di questo ; e che se 1’ asse LK fosse uguale, o 
minore dell’asse KM, anche il cilindro OH sarehh» 
uguale, o minore del cilindro GQ. Adunque vi so- 
no quattro grandezze, cioè i due assi EK , KF, 
ed i due cilindri BG , GD : ed essendosi presi 
• qualunque ugualmente multiplici dell’ asse EK , e 

cilindro BG , cioè i’ asse KL , ed il cilindrq 
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OH ; come pure dell' asse KF, e del cilindro GD 
essendosi presi qiiahuique altri ngiialmente mul- 
tiplici, cioè r asse KM, ed il ciliiidi'o GQ •, si è 
dimoslralo , che se 1' asse KL supera 1’ asse KM, 
andie il cilindro PG supera il cilindro GQ , e 
se uguale uguale , se minore minore : dovrà dun- 
cfuc s;larc 1’ asse EK all’ asse dvF , come il cilin- 
dro B(ì al cilindro GD . 

E perciò se un cilindro cc. C. B. D. 

PROPOSIZIONE XIV. 

TEOREMA. * 

/ coni C(1 i cilindri clic hanno basi ugnali 
sono tra loro come le altezze . 

Sulle basi uguali AB c CD siciio posti i cì- Jìg- ò3. 
lindrl EB ed FD : dico die come il cilindro EB 
al cilindro Fi), cosi stia l'asse GH all’asse K L. 

Si produca l’asse KL di uno di essi cilindri in N, 
e poi troncata la LN uguale alla HG , s’ inlcnda 
intorno all’ asse LN formato il cilindro CM . E 
poiché I cilindri EB , CIM hanno la medesima al- 
tezza, saranno come le loro basi AB, CD * . Ma * 11 . XII. 
ijucste sono ugnali : quindi anche uguali saranno 
i cilindri EB , CjM . Or essendosi il cilindro FM 
segato con un piano CD parallelo ai suoi piani op- 
posti; dovrà il cilindro CM serbare aH’nllro Fi), la 
stessa ragione dell’ asse NL all’ asse LK * . Ma il *i3.XII. 
cilindro CM è uguale al cilindro EB, e l'asse T.N 
all’ asse GH j quindi sarà il cilindro EB all’ altro 
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' FD , come 1' asse HG ilei primo all’ asse LK 

deir alti’o . E poicliè come il cilindro EB all’ al- 
tro FD , così sla il cono ABG al cono CDK j 
*XO. XII. essendo i cilindri tripli ilei coni*; sarà perciò 
come 1’ asse GH all* asse KL ^ cosi il cono ABG 
al cono CDK . 

Adunque i coni , ed i cilindri ec. C. B. D, 
PROPOSIZIONE XV. 
teorema. 

Le basi dei cilindri , e dei coni Uguali si reci- 
procano colle altezze ; e se si reciprocano le basi 
colle altezze di due cilindri , e di due coni ^ essi 
sono uguali . 

Jig, 54* I cerchi ABCD, EFGH descrilll intorno ai diame- 
tri AC,EG sicno le basi di due cilindri , e dì due 
coni uguali , e KL , MN i loro assi , die sono 
anche le loro altezze ; dico che le hasi e le al- 
tezze dei cilindri uguali AX , EO sieiio recipro- 
camente proporzionali, cioè che stia la base ABCD 
alla base EFGIJ, come l’altezza MN all’ altezza KL. 

Imperocché 1’ altezza KL o è uguale all’ alleZ- 
Z:a MN, o gli è disuguale . Gli sia primieramente 
uguale : e poiché il cilindro AX é uguale al cilin- 
dro EO , e che i cilindri ugualmente alti sono 
come le hasi ; dovrà essere anche la base ABCD 
, Uguale alla base EFGH . Laonde la base ABCD 

sta alla base EFGH, come l’altezza MN all’al- 
tezza KL . 
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Clic se le altezze KL ed MN non sicno uguali} 
ma sia la maggiore di esse , si tagli da MN, 

PM uguale a KL , e poi si seglii il cilindro EO 
col piano TYS tirato per P parallelo alle Lasi EG, 

Px.0 ; sarà un cerchio la comune sezione di cjuel 
piano e del cilindro . Ed essendo il cilindro AX 
uguale air altro EO , dovranno essi serLare al ci- 
lindro ES la stessa ragione . Ma il cilindro AX 
sta al cilindro ES , come la Ijase ABCD alla base 
EFGH } poiché hanno la stessa altezza*^ ^j*ii,XII. 
il cilindro EO sta all’ altro ES , come MN ad 
MP } j)oichè il cilindro EO è segato dal piano 
TYS jiarallelo ai piani opposti * . Dunque sta- '*i3.XII, 
rà la base ABCD alla base EFGH, come 1’ al- 
tezza MN all’ altezza MP , ossia KL ; cioè le ba- 
si dei cilindri uguali AX , EO si reciprocano 
colle altezze . 

Sieno ora reciprocamente proporzionali le basi 
e le altezze dei cilindri'AX , EO, cioè stia la ba- 
se ABCD alla l)asc EFGH , come 1’ altezza MN 
all’ altezza KL : dico che il cilindro AX sia ugua- 
le al cilindro EO . 

Imperocché se sia la base ABCD uguale alla ba- 
se EFGH, è chiaro che dovrà essere' anche l’al- 
tezza MN uguale all’altezza KL ; e perciò il ci- 
lindro AX uguale al cilindro EO . Che se poi 
non sia la base ABCD uguale alla base EFGH ; 
sia ABCD la maggiore ^ E poiché sta la base 
ABCD alla base EFGH, come l’altezza MN all’ 
altezza KL , sarà anche MN maggioi^e di KL : e 
perciò fatta la stessa costruzione della parte pre- 
cedente ; poiché come la base ABCD alla base 
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EFGII , così sta r altezza MN all’ altezza KL , 
e quest’ altezza KL è ugnale all’ altezza MP ; sa- 
l'à la base AHCD alla base EFGH , coiiie il ci- 
lindro AX all’ altro ES ; jioicbè sono ugualmente 
* 1 i.XIL alti * ; ed è poi come l’altezza MN all’ altezza MP, 
*iil.XII.o KL, cosi il cilindro EO allo stesso ES *. Dun- 
que il cilindro AX sta all’ altro ES , come il ci- 
lindro EO allo stesso ES ; e perciò il cilindro 
AX è uguale al cilindro EO . E cosi pure si di- 
mostrerà per gli coni . C. B. D. 

N. B. La Proposizione 16, non si trova più in 
questo luogo ; perché si è .da noi trasportata nel 
principio di questo Libro XII. ; ed è precisa- 
mente il Lemma II. ( Veggasi la Nota ad esso ). 

PROPOSIZIONE XVII. 

* TEOREMA. 


Se la semicirconferenza di un semicerchio si 
divida continuamente per metà quante volte si vo- 
glia , e si congiungano i punti prossimi delle divi- 
sioni ; e che poi fatta un' identica operazione in 
un altro semicerchio , si concepiscano essi rivolger- 
si insieme coi rettilinei che contengono intorno ai^ 
diametri : i solidi che da questi rettilinei si de- 
scrivono saranno tra loro in triplicata ragione 
dei diametri . 


Zig. 55 


Sieno BAC , EDF due semicerchi i quali sup- 
pongansi descritti intorno al comune centro O ,■ 


\ 


Digilized by Google 



§3 Lib, i*». 


tot Eu'ctioE* 

«d al>])iano per diametri le BC , EF ; e divisa 
continuamente per metà la semicirconferenza BAC 
nei punti A , K, L, si conginngano le BK , KA, 

AL , LC 5 e poi una simile operazione si faccia 
JK?1 semiccrcliio EDF : dico cLc i solidi che si de- 
scrivono dai rettilinei 3SKALC , EHDIF . nel ri- 
volgersi die fanno i semicerclii ^AC , EDF in- 
siem con quei rettilinei intorno ai loro diametri 
BC ; EF , sieno tra loro in triplicala ragione di 
essi diametri BC , EF . 

Si uniscano le Ctrl , C.K . E poiché quella pal- 
le eh’ è 1’ angolo EOI! di quattro retti che sono 
intorno al centro O , la stessa è 1’ angolo BOK 
dei medesimi quattro retti ; perciò sarà 1 * angolo 
EOH uguale all’ altro BOK: e quindi OH coin- 
ciderà con OK 5 ed essendo OE ad OB , come OH 
ad OK ; sarà EH psirallela a BK , e 1’ angolo 
HEO uguale all’ altro KBO . Similmente si di- 
mostra che la OD passi per A , che DH sia 
parallela ad AK , e 1’ angolo ODI! uguale all’ an- 
golo OAK : e cosi in seguito . Ciò posto si ah- 
Lassino dai punti K , li lo perpendicolari KM , 

HP alla BC ; saranno simili i triangoli BKlM , 

EHP i quali sono equiangoli; c quindi sarà BM 
ad MK , come EP a PH . Laonde i coni che da 
tali tiiangoli si descrivono nel rivolgersi intorno 
ai loro lati BM , EP saranno anche simili * 
c perciò starà il cono descritto dal triangolo BMK 
a quello che descrive l’altro triangolo EPH , in 
triplicata ragione di KM ad HP * , ossìa di KO*t 2 .XII, 
ad HO j poiché per essere anche simili i tri- 
aogoli MKO , PHO sla permutRudo JMK a 
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~ PIE , come KO ad HO . Or si prolungìil-^ 

no le AK , DII finclic incontrino la CB ju'o- 
Inngata in R ^ S ; ed essendo simili i tri- 
angoli OAR', ODS , perchè equiangoli , i co- 
ni che da essi dcscrivonsi nel rivolgersi intor- 
no ai loro lati OR , OS saranno anche simili j. 
e perciò starà il cono che si descrivo dal trian- 
golo OAR al! altro che vien descritto dal triangolo 
()DS , in triplicata ragione di OA ad OD , ossia, 
di OK ad OH. Ma è poi anche il triangolo KMR 
equiangolo e quindi simile al triangolo. HPS \ che 
perciò i coni che essi descrivono rivolgendosi in- 
torno ai loro lati MR, PS sono pure in triplicata 
ragione di KM ad IIP, ossia di OK ad OH. La- 
onde starà il cono descritto dal triangola AOR a 
quello che descrive il triangolo DOS , come il co- 
no descritto dal triangola KMR a quello che de-. 
scrive il triangola HPS; e per conseguenza dovrà 
stare il solido descritto dal qiiadi-ilineo KAOM nella 
sua rivoluzione intorno al suo lato OM a quello che 
descrive il quadrilinco HDOP nel rivolgersi intorno, 
al suo lato OP, come il cono descritto dal triangolo. 

*19. V. AOR a quello che si descrive dal triangolo DOS*. 

E quindi siccome il cono descritto dal triangolo 
AOR sta a quello che descrivesi dal triangola 
DOS in triplicata ragione di OK ad OH ; dovrà 
anche stare il solido descritto dal quadrilineo KAOM 
a quello che descrive 1 ’ altro quadrilineo HDOP in 
triplicata ragione di OK ad OH . Ma in questa 
stessa ragion triplicata si è dimostrato esser anche 
il cono descritto da BMK a quello che si de- 
scrive da EPH . Dunque sarà il cono descritto da 
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DI EoCLIDE, 

BMK a quello cLe descrive EPH , come il solido 
descritto dal quadx’iliiico KAOM a quello che 
descrive l’ altro quadrilineo HDOP . E perciò 
sarà tutto il solido descritto dal rettilineo BKAO 
ucl rivolgex’si intorno a BO a quello che si descri- 
ve dall’altro rettilineo EHDO nella sua rivoluzio- 
ne intorno ad EO , come il cono descritto da 
BMK a quello che descrive E PII * , cioè in tri- * ia. V. 
plicala ragione di OK ad GII . E così conti- 
nuando a dimostrare , si conchiuderà in line ehe 
sta 1’ intero solido descritto dalla rivoluzione del 
semipoligono BKALC nel rivolgersi intorno aBCalI’ 
altro solido che descrivesi dal semipoligono EIIDIF 
nel rivolgersi intorno ad EF, in triplicata ragione 
di OK ad OK , ossia di BC ad EF . 

E perciò se la semicirconferenza . C. B. D, 

PROP OSIZIONE XVIII, 

I 

TEOREMA. 

Le sfere sono tra loro ia triplicata ragione 
dei diametri . 

Sieno le sfere descritte intorno ai diametri BC, 50, 
EF dai semicerchi BAC , EDF : dico che la sfe- 
ra che ha pel* diametro BC stia a quella che ha 
EF per diametro , in ti’iplicala ragione di BC ad 
EF. 

Imperocché se la sfera che ha per diametro BC 
non sta a quella che ha EF per diametro, in tri- 
plicala ragione di BC ad EF j sia piimicramcnte 
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~~~~ falesia ragione uguale a quella della sfera clic ha 
per diametro BC ad un’ altra minore di quella del 
diametro EF ; e rpiindi desrrilta da un seraicer- 
tlilo edf minore dell’ altro EDF , e che suppon- 
gasi avere lo stesso centro di questo . Si di- 
vida continuamente per metà la semicirconfe- 
renza EDF , linchè si pervenga ad iscrivere nel 
semicerchio EDF la metà EllDIF di quel j>o- 
ligono di un numero jiare di lati uguali , il 
«{uale non tocca il cerchio, minore edf ; e poi 
si divida continuamente per metà 1’ altra semi- 
circonferenza BAC tante volle , quante volle 
si è cosi divisa la semicirconferenza EDF ; si ver- 
rà in tal modo ad iscrivere anche nel semicerchio 
BAC la metà BKx\LC di un poligono di un numero 
pare di lati uguali simile a quello di cui EHDIF 
era metà . Or se i due semipoligoni BKALC j 
EllDIF s’ intendano rivolgersi insieme coi semi- 
cerchi nei quali sono iscritti , e coll’ altro edf in- 
torno ai rispctiivi diametri , si verranno da quei 
scmijìoligoni a descrivere due solidi iscrilfi nelle 
sfere che si generano in tal rivoluzione dai se- 
micerchi BAC , EDF ; e di più è manifesto che 
il solido descritto dal semipoligono EHDIF non 
possa toccare la sfera che si descrive dal semicer- 
chio edf . Laonde dovendo stare il solido descrit- 
to dal scmipoligono BKALC a quello che descrive 
J’ altro EHDIF, in triplicata ragione di BC ad EF5 
e questa ragione essendosi supposto pareggiare 1’ al- 
tra della sfera che ha per diametro BC a quella 
che ha per diametro cf dovrà anche stare la sfiira 
del diametro BC a quella del diametro ef^ come il 
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solido desrritlo dal semipoligono BKALC all’altro 

clic si descrive dal semipoligono. EHDIF. E quindi 
«iccome la sfera del diametro BC è maggiore del 
solido descritto dal semipoligono BKALC , eli' è 
in essa ; doyreLLe perciò anche la sfera del dia- 
metro ef esser maggiore del solido descritto dal 
semipoligono EHDJF . Ma n’ è minore , perchè 
questo la comprende : e ciò è impossibile . Non 
può dunque la triplicata ragione di BC ad Elf essere 
uguale alla ragione della sfera del diametro BC. ad 
un’altra sfera minore di quella che liaEFper dia- 
metro. E similmente si dimostrerchhe, che la ragion 
triplicata di EF a BC non può pareggiar la ragio- 
ne della sfera del diametro EF ad un altra sfera 
minore di quella che ha BC per diamcti'o . 

Dico di più , che non possa la ragion triplicata 
di BC ad EF pareggiar la ragione della sfera del 
diametro BC ad una sfera maggiore di quella che 
ha EF per diametro . Poiché s’ è possibile sia 
questa nuova sfera quella che si descrive dal se- 
micerchio STV , maggiore dell’ altro EDF : starà 
invertendo la sfera descritta dal semicerchio STV> 
cioè quella che ha per diametro SV, alla sfera che 
ha per diametro BC, in triplicata ragione di EF a 
BC. Ma la sfera che ha per diametro -SV sta a quella 
che ha per diametro BC,come la sfera il di cui dia- 
metro è EF ad un’altra sfera minore di quella del 
diametro BC : il che è manifesto; poiché la sfera del 
diametro SV è maggiore della sfera del diametro 
EF. Adunque dovrehhe la triplicata ragione di £F * 

A BC pareggiar la ragione della sfera del diame- 
tro EF ad una sfera minore di quella du, ha Jj(; 

7 • 
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per diametri. Il che si è già dimostrato impossi<« 
bile , Quindi nè anche pu6 essere la triplicata ra- 
gione di BC ad £F uguale a quella della sfe- 
ra che ha per diametro BC ad un' altra sfera , 
maggiore di quella che ha per diametro EF . Si 
è poi dimostrato, che neppure poteva serbar tal 
ragione ad una sfera minore : perciò dovrà ne- 
cessariamente essere la sfera del diametro BC a 
quella del diametro EF), iu triplicata ragione di 
BC ad EF. C. B, D. 

.FINE, 
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Il primo libro di Archimede sulla sfera e sui 
cilindro è, tra le non poche opere geometriche o- 
riginali di questo divino ingegno,, il solo che poss» 
presentarsi alla primiera istruzione de' Giovani, che 
intraprendono la carriera geometrica. Esso forme 
la continuazione de’ Libri XI. e XII. degli Elementi 
di Euclide , o piuttosto è il complemento dell* 
teoria sul cilindro e la sfera, che questo Gieome» 
tra aveva cominciata a tratta)^ nel XII. Libro ^ 
ordinando c dimostrando alla sua maniera alcune 
importanti verità , che riguardano il rapporto di 
tali solidi , le quali erano state scoperte da Eu> 
dossp, come si rileva dalla lettera di Àrchùnede n 
Dosileo , premessa al primo libro sulla sfern 
e sul cilindro , la quale é stata restituita alla sue 
integrità, eoa alcuni manoscritti , dal Professore di 
letteratura greca Giacomo Moor , coll’ assistenza 
del suo collega Roberto Simson . In un tal libro 
Archimede intraprende ad assegnare la misura di 
questi solidi, si per riguardo alla loro superficie , 
che per rispetto alla solidità loro ; o che sieno 
interi, o pur tagliati con piani perpendicolari all* 
asse : e finalmente assegna il rapporto della sfera 
al cilindro circoscritto, che rinvenne esser lo stes- 
so si per la superficie , che per la solidità . Ed 
ei restò si pago di questa bella scoperta , ebe, an- 
teponendola ad infinite altre importantissime da 
fui fatte f h volle per compagna fin nella tosabs 
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Queste verità Archimedee essendo state senza 
dubbio da lui rinvenute eoi metodo Jci limiti, del 
quale fece tanto uso , e con tanto pi’ofitto , non 
j)Otè egli j)OÌ dimostrarle ricalcando il cammino 
d’ invenzione ; poicliè vi avrebbe in tal caso do- 
vuito includere la considerazione metafìsica dell’ 
infinito , che agli accurati Geometri antichi di- 
spiaceva non poco, come lontana dal vcrò rigore: 
fche perciò dovè servirsi di ripieghi indiretti; e 
premetterci ancora non pochi lemmi . Or questi 
lemmi , e queste dimostrazioni di Archimede , seb- 
bene sieno di molto pregio presso i Geometri,- pet 
gli molti tratti di sublimità d’ ingegno che vi si 
jravvisano ad ogni passo ; pure, non bisogna ne- 
garlo , iion eran si facili a comprendersi e rite- 
nersi da' giovani ; e questa ragione ha fatto allon- 
tanare tutti coloro che hanno esposto un tal li- 
brò dal sistema di dimostrare da lui tenuto . 
lila la maggior parte di costoro , avendo adottate 
le teorie dell' infinito , si era di gran lunga al- 
lontanata dallo stile elementare, conveniente ad 
«n libro di geometrica istituzione . Intanto for- 
tunatamente è avvenuto , che le medesime ri- 
ecròhe fatte da me , per semplificare alcune di- 
mostrazioni del XII. Libro 'di Euclide, mi abbia- 
no somministrato il mezzo di conciliare nelle ve- 
rità Archimedee la semplicità e facilità delle di- 
mostrazioni , col rigor geometrico , eh' era la pri- 
ma cd essenzial cosa, a cui doveva avei^si riguar- 
do . Io mi sonò dunque servito per le dimostra-' 
zioui di esse di quell' istesso ripiego indiretto , 
oh' Euclide aveva adottato nellà dimostrazione del- 
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ia ProposizSohè i8k del suo Xtl. Lìliro ; 6 del (pi&« 
le ini era avvaluto per dimostrare la to. ^ ù., e 
111 . del medesimo Libro ^ lu tal modo ho anche 
bttenuto un altro Vantaggio, <piello > cioè ^ di non 
far disceruei'e in (piesti lihrì elementari la mano 
dei Geometri diversi che gli avean composti. Nelle 
Note alla fine di i^esto volume si potrà più di- 
stesamente Vedere quello che ho qui accennatole 
vi si troveranno anche notate alcune altre neces- 
sarie modificazioni da me lalte in alcuni luoghi di 
questo libro di Archimede . Qui però conviene 
far osservare, che le superfìcie curve dei tre corpi 
Rotondi , che Archimede trasmutava specìosissima- 
mente in cerchi, le ho io esibite in rettangoli i poi- 
ché in tal modo non solamente riesce più como- 
do il servirsene nella, pratica ^ ove spesso se ne 
ha bisogno \ ma anche era ciò necessario ^ pefi 
preparare i giovani , i quali debbono percorre- 
re r intera carriera delle Matematiche ^ all’ ap- 
plicazione dei Metodi Sommatorj , alla quadra- 
tura delle superficie curve , ove non si posso- 
no gli elementi di queste esprimere altrimenti » 
che Secondo l’ esibizione che ne ho data. Aggiun- 
gasi benanche , che in questo modo mi è riusci- 
to più facile 1’ applicarvi per le dimostrazioni quel 
principio Euclideo , del quale qui sopra ho par- 
lato . Affinchè però il giovane , imbattendosl 
a leggere Archimede , non concepisse il mini- 
mo dubbio per tal diversità : ed anche per lo 
motivo , che si maravigliose trasform.azionì non 
fossero affatto dimenticate ^ ho rapportato in 
uno Scolio a ciascuno ->di quei Teoremi la corrm 
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sponJemza die v’ era tra le mie esìLizìoni , e le 
Archimedee, ridneendo facilmente quelle a queste. 

Non avendo poi Archimede esibite le superflcie 
dei corpi rotondi per mezzo di figure rettilinee , 
ha quindi tralasciato 'di recar ne’ suoi Teoremi la 
riduzione delle loro solidità a quelle di solidi tei’mi- 
nati da piani , contentandosi solamente d’ indicare 
il rapporto, che v' era tra loro, e completando cosi 
in certo modo ciò, ohe aveva intrapreso a fare Eu- 
clide nella Proposizione io del XII. Libro dc’suoi 
Elementi . Or è chiaro, che da tali riduzioni non 
si poteva ricavaix: venm vaaitaggio per la pratica^ 
e perciò io vi ho aggiunto un teorema, nel quale 
ho stabilito il rapporto tra una piramide ed un. 
cono: dal quale poi facilmente si deriva la ridu- 
eione del cilindro., o della sfera ad un solido ter- 
minato da piani . 

A questo libro di Ai<chimcde ho aggiunto l’al- 
tro de Circuii dimensione , che con esso fonnava 
una sola dottrina j giacché ei’a nx*cessario per ri- 
durre in pratica le verità che vi si contengono . 
E siccome dopo tante approssimazioni si grandi , 
che si sono riti»ovate per la quadratura del cer- 
chio dai moderni Geometri , sarebbe stato strano, 
che io avessi ritenuta quella di Archimede j per- 
ciò ho cercalo tra le ultime quella , che fosse più 
cnei’gica , e per la quale non vi fosse bisogno che 
di soli artifizj elementari di Geometria, e di Arit- 
metica ; e questa mi è sembrata esser quella dell* 
illustre Geometra Giacomo Gregory, che ho espo- 
sta in una maniera semplici.ssima , c molto adat« 
lata alle menti dei giovani. 


de 
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IL P R I M O L I B R O 

DI ARCHIMEDE 

SULLA SFERA E SUL CILINDRO . 

DEFINIZIONI. 

1 , Se da un punto della circonferenza del semi- 
cerchio generatore di una sfera si ahhassì la perj3cn- 
dicolare al diametro ; ciascun<^di que’soHdi che vien 
descritto da uno de’ due semi segmenti circolari ne’ 
quali resta diviso il semicerchio, si dirà segmento 
tferico : e 1’ altezza di esso sai’à quella parte del dia- 
metro , che gli corrisponde nel semiscgménto , che 
lo genera , 

2 . Il settore sferico è quel solido , che si descri- 
ve da un settore circolare , il quale si rivolga in- 
torno ad uno de' suoi raggi immobile , finché ri- 
torni dove cominciò il suo moto . 

Un tal solido è composto da un segmento sferi- 
co al quale vi sia aggiunto , o pur ne sia tolto quel- 
cono la cui base è il cerchio , eh’ è base di esso 
segmento , ed il vertice è il centro della sfera . 

3. n rombo conico è quel solido , che si descri- 
ve da un triangolo qualunque , il quale si rivolga 
intorno ad un suo lato , che comprende angoli acu- 
ti con ciascuno dei rimanenti . 

E’ chiaro che un tal solido sia composto da due 
coni , i quali hanno una base comune , ed i loro 
assi per dritto . 
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AncHiMKoe. 


PRINCIPI. 

1. La linea rcUa è la più breve di quante lince 
si tirano da un punto ad un altro . 

2. Le due tangenti , clic da un punto preso fuo- 
ri di un cerchio si conducono al cerchio sono mag- 
giori heir arco circolare , che resta tra i contatti . 

3 . Il piano è la minima di tutte le superficie che 
hanno gli stessi termini . 

4. Se vi sicno due superficie comunque composte 
da alti-e superficie curve , o piane , ed esse sieno con- 
cave verso uno stesso piano , nel quale hanno co- 
mune il loro terinin<|j: di queste sarà sempre mino- 
re quella , eh’ è compresa , tuttoché avesse coll’ al- 
tia una parte comune . 

PROPOSIZIONE I. 

•* TEOREMA. 

Se s' iscriva un poligono in un cerchio ; il pe- 
rimetro di questo poligono iscritto sarà minore della 
circonferenza del cerchio . 

Ciò è chiaro j poiché ciascun lato di un tal po- 

* pr. 1. ligono e minore dell’ arco , che da esso è sotteso*. 

PROPOSIZIONE IL 

teorema. 

Se si circoscriva un poligono ad un cerchio ; il 
perimetro di questo poligono circoscritto è maggio- 
re della circonferenza del cerchio . 

fg. 5 y. Al cerchio BFL vi si circoscriva il poligono 
, AKGEC : dico che il perimetro di un tal poli- 
gono sia maggiore della circonferenza del cerchio . 

Poiché le tangenti BA , AL sono maggiori 

* pr. 2 . ^ell’ arco BL , eh’ è Ira i coolaUi * } « wwùU 
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te le tangenti BC, CD sono maggiori dell’ arco BD;“ 
le DE,EF maggiori dell’arco DFjle FG,GH mag- 
giori dell’arco FH-, e le HK, KL maggiori dell’arco 
HL: perciò l’ intero perimetro del poligono è mag- 
giore della circonferenza del ceVchio . C. B. D. 

PROPOSIZIONE III. ’ 

TEOREMA. 

^ Ogni cerchio è uguale ad un triangolo reltan- 
'gaio , di cui un lato intorno alt angolo retto , 
rappresenti la circonferenza del cerchio , e V altro 
sia uguale al raggio . 

Sia il ccrcliio ABCD descritto col raggio OA , 
cd intorno al centro O; ed nn lato XY, che com- 
prende l’angolo retto in X del triangolo rettango- 
lo ZXY , rappresenti la circonferenza del cerchio 
ABCD , r altro lato ZX sia uguale al raggio OA : 
dico che questo triangolo ZXY sia uguale al cer- 
chio ABCD . 

Poiché se il triangolo ZXY non è uguale al 
cerchiò ABCD , dovrà pareggiare un cerchio mi- 
nore di ABCD, o pur maggiore . Suppongasi pri- 
mieramente uguale ad un cerchio minore di ABCD, 
e sia questo 1' altro , abed descritto intorno allo 
stesso centro O. S’iscriva nel cerchio maggiore ABCD . ^ 
Uh poligono AEBFCec. di un numero pare di la- 
ti uguali , il qual non tocchi il cerchio, minoro 
abed è chiaro , che se dal centro O si tirino i 
ràggi ai_ vertici degli angoli ^di questo poligono , 
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resterà esso diviso in tanti triangoli , quanti sono 
i suoi Iati: e poiché le perpendicolari, che dal centro 
O si abbassano su i lati uguali del poligono iscritto 
nel cerchio, sono uguali perciò que’ triangoli sa- 
lii. ranno tutti ugualmente alti; e quindi la somma loro, 
cioè il poligono , dovrà essere uguale ad un solo 
triangolo, che ha per base la somma delle basi di 
quelli, cioè il perimetro del poligono, e per altezza 
la OP , loro altezza comune . Adunque essendo la 
circonferenza del cerchio ABCD maggiore del pe- 
rimetro del poligono AEBFCcc iscritto in esso , 
si tagli dalla XY la X^ uguale a questo perime- 
tro , e similmente si prenda sulla XZ la Xx u- 
guale alla OP , eh’ è minore del raggio OA , o sia 
di XZ , e poi si congiunga la zy : sarà il trian- 
golo zHy uguale al poligono AEBFCec. Ma questo 
triangolo è minore dell’ altro ZXY, che si è supposto 
pareggiare il cerchio abed ; quindi dovrà esser an- 
• che il poligono AEBFCec. minore di un tal cerchio. 
Lo che ripugna : poiché quel poligono comprende 
il cerchio ABCD . E perciò non può il triangolo 
ZXY esser uguale ad un cerchio minore di ABCD. 

Or dico che nè anche possa quel triangolo ZXY 
pareggiare un cerchio GHKL maggiore di ABCD. 
Poiché se lo può , suppongasi quel cerchio descrit- 
to intorno allo stesso centro O , e s’ iscriva in 
esso il poligono GMHNKec. di un numero pare di 
lati uguali, che non tocchi il cerchio minore ABCD. 
E poiché il pei’imetro di questo poligono è mag- 
giore del perimetro di quell’ altro simile ad esso,ch« 
si potrebbe circoscrivere al cerchio ABCD; e questo 
è maggior^ della circonferenza del cerchio ABCD, 
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e quindi della XY; sarà perciò anche il perìmetro 
del poligono GMHNKec. maggiore della XY. Ciò 
posto si prolunghi questa XY in T, finché la XT . 
sia uguale al perimetro del poligono GMHNKec.; 
e prolungata anche la XZ in R, finché XR sià u- 
guale alla perpendicolare OQ, che dal centro O si 
abbassa sopra un lato del poligono GMHNKec, , 
la quale è maggiore del raggio OA , si congliinga 
RT ; sarà il triangolo RXT uguale al poligono 
GMHNKec. . Quindi siccome il triangolo RXT 
è maggiore dell’ altro ZXY , anche il poligono 
GMHNKec. dovrebbe esser maggiore del cer- 
chio GHKL nel quale é iscritto . Lo che ripu- 
gna. Laonde neppur può il triangolo ZXY esser 
uguale ad un cerchio maggiore di ABCD. Ma qui 
sopra si è dimostrato , che non poteva quel trian- 
golo pareggiare un cerchio minore dello stesso 
'ABCD ; dovrà perciò essere uguale a questo cer- 
chio . C. B. D. 

' ScoL. I lati XY , xy dei due triangoli ZXY , 
sX^ rettangoli in X, rappresentino le circonferenze 
di due cerchi, e gli altri due lati XZ, xz, che sono 
anche intorno all’ angolo retto , sieno rispettiva- 
mente uguali ai raggi degli stessi cerchi ; saranno 
«ssi triangoli ZXY, sX_y, uguali ai cerchi de’ raggi 
XZ , Xz *: e quindi siccome questi cerchi sono tra * 3. 
loro, come i quadrati de’ diametri, o pur de’ rag- 
gi XZ, Xz *; perciò dovrà anche stare il triango- * 2 . XII 
lo ZXY al triangolo zXjy come il quadralo di XZ 
a quello di Xz. Ma i triangoli ZXY, zXy sono 
rispettivamente le metà dei rettangoli di ZX in 
XY, e di zX in Xy j quindi sarà pure il reltan- 
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golo di ZX in XY a quello di zX in Xj' , come 
il quadrato di ZX a quello di zX ] e permutan> 
do starà il rettangolo di ZX in XY al quadrato 
di ZX , come il rettangolo dì zX in X^ al qua- 
dralo di zX , cioè starà XY a ZX , come Xj' a 
* 1. VI. jX * i e di nuovo permutando XY ad X^, come 
ZX a zX . Vale a dire 

Le circonferenze de' cerchi sono tra loro come j 
raggi . 


PROPOSIZIONE IV. 

TEOREMA. 

Se in un» cono s' iscriva una piramide «a base 
equilatera ; la superficie di questa piramide , sen- 
xa la base , è uguale ad un triangolo rettangolo , 
di cui un lato intorno all' angolo retto sia uguale 
al perimetro della base della piramide , e /’ altro 
lato sia quanto V altezza di uno de' triangoli u~ 
fuali , che formano la detta superficie , 

fig, 59. Sia il cerchio BAO la Lase di un cono,e’I ret- 
tilineo equilatero BAC iscritto in questo cerchio 
dinoti la hase dell* piramide iscritta nel cono ; 
e sia inoltre il triangolo rettangolo EFG , di cui 
un lato FG intorno all’ angolo retto è uguale al 
perimetro del rettilineo BAC , e 1 ’ altro lato FE 
è quanto l’altezza di uno de' triangoli uguali, che 
contengono quella piramide ; dico che questo tri- 
angolo EFG pareggi la superficie della piramide , 
senza la basa . 
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Poiché sono uguali i lati del rettilineo A BCj per-- ' ' > ' 
ciò i triangoli che contengono la piramide saran- 
no perfettamente uguali ; e per conseguenza avran- 
no anche uguali le loro altezze , e «^|^scuna dì 
queste verrà rappresentata dalla FE . Laoude se 
la FG si divida nelle FH , HK , KG uguali alla 
AB , BC, CA , e si congiungano le EH , EK; i 
triangoli FEH , HEK « KEG avendo la stessa al- 
tezza di quelli , che contengono la piramide , gli 
saranno uguali : e perciò la sonuna di questi , cioè 
la superficie della proposta piramide , senza la 
base , dovendo pareggiare la somma di quelli , sa- 
jà uguale al triangolo EFG. C, B, D. 

PROPOSIZIONE V, 
teorema., 

i punti ne' (juali due lati di un cono in- 
contrano la circonferenza della sua base si unisca- 
no con una linea retta \ n' emergerà un triangolo^ 
che sarà minore della supeificie conica eh' ei sot- 
tende , 

N. B. Chiamasi lato del cono 1' ipotcnusa del 
triangolo rettangolo generatore di questo solido^ 
qualunque sia il luogo , ov' ella si ritrovi in una 
tal genesi . E lo stesso potrà dirsi del lato del 
cilindro nella Propos. seguente , 

Sieno DA, DC due lati del cono BACD , ed i fig. fio. 
• punti A , C ne’ quali essi incontrano la circon- 
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" ferenza BAC si congimigaiio colla AC : Jico che 

il triangolo ADC sia minore della superficie co- 
nica , eh’ ei sollcnde . 

Sia una^pkl superficie qnclla, eh’ è rappresentata 
dalia ABCD . Si seghi 1’ arco ABC per metà in 
B , e si uniscano le AB , BC , DB : saranno i due 
triangoli ABD,BCD maggiore del triangoloADC(*). 

fig. 6i. (*) t, Imperocché se si costituiscano al centro d 

• » del cerchio acb descritto col raggio da uguale a 

» DA, i Ire angoli adb, bdc, ede uguali risp<ttiva- 
» mente ai tre altri angoli ADB , BDC , CDA; è 
» chiaro, che il punto e non potrà cadere in u j 
5) poiché altrimenti i tre angoli adb , bdc , ede , c 
» quindi i loro uguali in D formerebbero quattro 

* ai, XI. ), retti *. Laonde l'arco ce sarà minore dell’arco 

» cea. Ma l’arco ce è anche minore dell’arco eba-, 
ì> poiché i due angoli cdb, bda sono maggiori dell’ 

* ao.XI. ” angolo ede * : adunque la corda ca dev’ esser 

» maggiore della corda ce . Or si congiungano le 
1 ) ab,bc, ce, e la bd incontri la ca inni, gli dovrà 
» essere perpendicolare: e perciò i due triangoli 
» bdc, bda, che sono uguali, par^geranno insie- 
3) me presi il rettangolo di bd, loro base comune, in 
n em , altezza di uno di essi . £ se si abbassi da d 
» sopra ce la perpendicolare dn, il triangolo dee, 
3» eh’ è doppio dell’altro dnc , sarà anche uguale 
» al rettangolo di dn base comune alle sue due 

:> metà ndc , nde in nc altezza di una di que- 

» sle. Per lo che siccome cm si è dimostrata mag- 
3) giore di cn , e che db è maggiore di dn •, il primo 
R de’ delti rettangoli sarà laaggiore dell’ altro j 
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,Si supponga esser II l’ eccesso di quei due tri- “ 
angoli su di questo ; sarà H o minore dei seg- 
menti circolari AEB, BFC, o pure non minore. 

Sia in primo luogo non minore. E poiché la super- 
ficie BAED composta dalla superficie conica AEBD, 

* dal segmento circolare AEB ha gli stessi terrni- 
lii , che il triangolo ABD , sarà essa maggio- 
re di questo ti'iangolo * . Similmente 1’ altra super- * 
ficie BCFD composta dalla superficie conica BFCD, 
e dal segmento BFC è maggiore del triangolo BDC: 
c perciò r intera superficie conica ABCD insieme 
«oi segmenti circolari AEB , BFC è maggiore dei 
triangoli ADB , BDC. Ma si è supposto , che Io 
spazio H sia non minore di quei segmenti circo- 
lari ; quindi la superficie conica ABCD insieme 
collo spazio H è maggioi'c dei triangoli ADB, BDC, 
e perciò anche del triangolo ADC insieme collo 
spazio H , la qual somma s' era supposta uguale a 
quelli ti’iangoli . Laonde , toltone di comune lo 
spazio II j sarà la rimanente superficie conica ABCD 
maggiore del triangolo ADC . 

Sia adesso Io spazio H minore dei segmenti cir- 
colari AEB, BFC. Si dividano per metà gli archi< 
AB, BC in E, F, e si uniscano le AE , EB , BF, 
FC ; farà ciascuno dei triangoli AEB , BFC mag- 
giore «Iella metà del segmento circolale nel quale 
consìste: poi che se si tirino per gli pilliti, E, F le tan- 

» cioè i due triangoli cdb , hda , o i loro uguali 
)» CDB , BDA saranno maggiori del triangolo ede, 

» o dell’ uguale CD A . Come si è qui sojira as- 
» sunto . 

8 


pr. 3.. 
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■ ""Agenti al cerchio, e si compiano i parallelogrammi 
sulle AB , BC ; ogni triangolo di quelli è la me- 
tà di ciascuno di questi paiallelogrammi, eh’ è mag- 
giore del segmento circolareal quale è circoscritto: 
che perciò se si contìnui a dividere in due parti u- 
gualile metà degli archi AB, BC, dovrà finalmente 
pervenirsi a dei segmenti circolari minori dello sj)a- 
*1. i.XIL zio H*j sicno questi quelli che insistono sulle lince 
rette AE, EB, BF, FC, e si uniscano le DE, DF. E 
poiché la superficie EAGD composta dalla superfi- 
cie conica AGED, e dal segmento circolare AGE è 
maggiore del triangolo ADE ; e che l’altra superficie 
BEMD è maggiore del triangolo EDB:. sarà perciò 
tutta la superficie MBEAGD, che componesi dalla su- 
perficie conica AEBD,e dai segmenti circolari AGE, 
EMB maggiore dei triangoli ADE, EBD. E quindi 
essendo i triangoli AED, DEB maggiori del trian- 
golo ABD; sarà molto più la superficie MBEAGD,. 
maggiore del triangolo ADB . Fer la stessa ragio> 
ne , anche la superficie KBFCLD è maggiore del 
triangolo BDC. Quindi le due superficie MBEAGD 
e KBFCLD , cioè la superficie conica ABCD, in- 
»sieme coi segmenti circolari AGE , EMB , BKF , 
FLC sarà maggiore dei triangoli ABD, DBC . Ma 
questi triangoli sono uguali ai triangolo ADC in- 
sieme collo spazio li j e quei segmenti , che ah— 
biamo nominati , sono minori di esso spazio II : 
perciò la rimanente superficie conica ABCD è mag- 
giore del triangolo ADC. C. B. D. 

CoH. Quindi se s' iscriva in un cono una pira-, 
rnidei la superficie di questa è minore della super- 
ficie del cono , non considerandovi le loro basi * 
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PoicBè ciascuno- dei triangi^ , che comprendo-"" 
no la piramide è minore della superficie conica , 
die esso sotleude . 

PROPOSIZIONE VI. 

XEORE ma. 

Se al cerchio eh' è base di un cono si tirino- 
due tangenti , le quali s' incontrino fra loro ; i 
triangoli, che avranno per basi queste tangenti, e 
per vertice quello del cono saranno maggiori della 
superficie conica, che da essi si comprende . 

Sia il cerchio ACB la Base di un cono, che Ba^^. 63^ 
per vertice il punto E ^ e ad un lai cerchio si 
tirino le due tangenti AD, CD , le quali s’ incon- 
trino in e si uniscano le AE, DE , EC : dico 
ch<^i ti'iftngoli AED , DEC sieno maggiori della 
superficie conica ABCE contenuta dai lati AD , 

DC del cono , e dall’ arco ABC . 

Si divida quest’arco ABC per metà in B, e per 
B si tiri al cerchio ACB la t^ingente GBF , la 
quale incontri le AD , DC in G , F" j sarà questa 
tangente parallela alla corda AC tirata fra i con- 
tatti A , C : finalmente si congiungano le EE , 

EG. E poiché le FD, DG sono maggiori di FG, 
aggiuntevi di comune le AG, CF, saranno le AD, 

DC maggiori delle AG, GI‘\ FC . Or la tangen- 
te AD è perpendicolare al raggio AO del cerchio 
f ACB, e questo- raggio è la comune sezione di un tal 

cerchio, eh*' è Base del cono, e del triangolo AOE, 

* 
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che lo descrìve ; che perciò la DA dovrà essct* 
*d,4.Xl4 perpendicolare al piano del Iriangblo AOE* , e 
.quindi alla AE , che esiste in un tal piano; e si- 
milmente si dimostrerà , che ogn’ altro lato EB , 
EC del cono sia perpendicolare alla tangente il 
cerchio ACB nel suo estremo B , C . Quindi i 
triangoli EAD , ECD, AEG, GEF , FEC han- 
no tulli la stessa altezza, cioè il lato del cono 5 e 
perciò i due primi sfaranno agli altri tre , come 
AD , DC ad AG , GF , FC ; la qual cosa si di- 
mostra facilmeiilc . Per lo che essendo le AD , 
DC maggiori delle AG, GF, FC , saianiio an- 
che i triangoli AED , DEC maggiori dei triangoli 
AEG , GEF, FEC . Dinoll lo spazio H 1 ’ ec- 
cesso di quei due primi triangoli su questi tre 
allri : p</trà II esser minore de’ IriJinei AGB , 
BFC , compr’esi dalle tangenti AG , GF , FC , e 
dagli archi circolari AB , BC tra i contatti , o> 
pur non minore . 

Sia primieramente H non minore dì questi Irili- 
nci . E poiché i tiiangoli AEG, GEF, FEC , ed 
il quadrilatero AGFC compongono una superficie^ 
e questa, e l’altra superficie, che si compone dalla 
superficie conica ABCE , e dal segmento cir- 
colare ABE hanno gli stessi tci’mìni nel piano 
AEC , cioè i lati del triangolo AEC , e sono 
entrambe rivolte colla loro concavità verso que- 
sto piano ; perciò sarà quella prima superficie 
' pr. 4 - maggiore della seconda *. Laonde toltone di comu- 
ne il segmento circolare AEC resterà la somma 
dei triangoli AEG , GEF , FEC , c de’ Irillnei 
AGB, BFC maggiore della superficie conica ABCE. 
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Wa lo spazio H si é supposto non minore de’lrìlinei 
AGB , BFC 5 dunque sarà anche la somma di quei 
tre triangoli, c dello spazio H maggiore delia sii- 
pci ficie conico ABCE ; e perciò sicccme quei Ire 
triangoli insieme collo spazio II erano uguali ai 
due triangoli AED , DEC 5 cosi anche questi 
saranno maggiori della superficie conica ABCE . 

Che se lo spazio II si supponga minore de' tri~ 
linci AGB , BFC j si hiseghino gli archi AB, BG 
nei punti K , L , per gli quali si tirino al cer- 
chio ACB le tangenti MN , XB 5 queste t,aglie- 
ranno da essi trllinci AGB, BFC i triangoli MGN, 

XFR , che ne sono più che la metà . Imperocché 
se congiuugasi AK , essendo AM uguale ad 
IME, ed MK minore di MG , sarà anche AM 
minore di IMG, e quindi il triangolo GRM essen- 
do maggiore dell’altro i\IKA '',è mollo piu chela* i, VI. 
metà del trilinco GKA 5 e cosi pure dimostrando, 
che il triangolo GKN sia più che la metà del tri- 
Jineo GRB , ne segue che l’ intero triangolo MGN 
sia più che la metà del trilinco AGB : e similmente 
si dimostra che il triangolo XIR sia più che la 
metà del trilinco BFC . Se dunque si ccntinuino 
a dividere per metà gli archi AK, KB, BL , LC , 
e si tirino le tangenti al cerchio ACB , si dovi 4 
pervenire finalmente a de’ trilinei minori dello spa* 
zio H * . Siene questi i trilinei AMK, KKB, BXL, * j 
LRC , e si cougiungaiio le ME, XE , XE, RE . 

Si dimostrei’à come poc’ anzi, che i trlaJigoli AEG • 

GEF , FEC siciio maggiori dei triangoli AEM , 

M EN , X'EX , XER , REC ; poiché le basi AG, 

CF, FC di c|uclli , insieme prese, sono maggiori 
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‘tlella somma dello basi AM, MN , NX, XR , RC 
di questi , e 1’ altezza loro comune è il lato del 
cono ; e che la superficie composta dai triangoli 
AEM,MExX, NEX, XER , REC, e dal rcìti- 
liiieo AMNXRC , avendo gli stessi termini nel 
piano AEG coir altra superficie composta dal seg- 
mento circolare ABC , e dalla superficie conica 
ARCE , c comjn'eiidendola , ne sia maggiore . 
Cbe perciò togliendone di comune il segmento 
circolare ABC , resteranno i triangoli AEM , 
MEN , NEX , XER , REC insieme co’ trilinei 
AMK , KNB , BXL , LRC maggiori della super- 
ficie conica ABCE. Ma quei trilinei si erano suj)- 
posti minori dello spazio H; quindi anebe la som- 
ma dei triangoli AEM, MEN, NEX, XER, REC, 
c di H , cioè i triangoli AEG , GEF , FEC , 
presi insieme, saranno maggiori della superficie co- 
nica ABCE. E finalmente dovrà molto più la som- 
ma de’ due triangoli AED, DEC, cbe sono mag- 
giori dei triangoli AEG , GEF , FEC , esser mag- 
giore della stessa superficie conica ABCD," C.B.D. 

Con. Si rileva da ciò , che la superficie di una 
piramide circoscritta ad un cono , sia maggiore 
della supeifcie del cono , non considerando le lo- 
ro basi . 

Poiché si è dimostralo , che i due triangoli che 
hanno per basi le tangenti il cerchio base del co- 
* no , le quali s’ incontrano , e per vertice quello 
del cono sono maggiori della superficie conica , 
ihc resta tra essi . E cosi continuandosi a dimo- 
Y ' Strare , se ne conchiuderà ciò che si è enunciato . 

Di più , che se vi sia un'altra piramide la tpia- 
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h abbia anche per vertice quello del cono , e pet ' 

base un poligono simile a quello^ di' è base della 
piramide circoscritta al cono , e maggiore di esso ; 
la superficie di quest' altra piramide , sarà pure 
maggiore di quella del cono , non considerandovi 
le loro basi . 

Poiché è chiaro , che ciascun triangolo di que- 
sta seconda piramide è maggiore del corrispon-r 
dente nella prima, per averne la base, e 1' altezza 
maggiore . 

PROPOSIZIONE VII. 

teorema. 

Se si congiungano gli estremi corrispondenti 
di due lati di un cilindro', n' emergerà un quadri- 
latero minore della superficie cilindrica, eh' esso sot- 
tende . 

Sia il cerchio AEB la base di un cilindro, ^ fig. 63. 
CFD il piano opposto ad esso . Sieiio inoltre AC, 

BD due lati di questo solido , ed AB , CD le coii- 
giungenti i loro termini corrispondenti : dico che 
il quadrilatero ABCD sia minore della superficie 
cilindrica AEBDFC , ch‘ esso sottende . 

Si dividano per metà i due archi AB , CD nei 
punti E , F j e si uniscano le AE , EB , CF , 

FD. E poiché le AC , BD sono uguali, e paralle- 
le air asse del cilindro , saranno uguali , e pa-. 
rallela tra loro ; e perciò la figura ABDC è un. 
parallelogrammo, il quale è chiaro che sia rettan- 
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" gole , ed abbia la stessa altezza del cilindro : « 

similmente si dimostra , die sicno parallelogram- 
mi rettangoli le figure AF , FB , e die abbiano 
per loro altezza quella del cilindro . Laonde i tre 
reltangoli AF , FB , AD sono ugualmente alti 5 e 
perciò staranno i due rettangoli AF , FB , presi 
insieme, all’altro AD, come AE,EB ad AB. Ma 
la somma delle AE , EB è maggiore di AB : adun- 
que anche i rettangoli AF , FB saranno maggiori 
del rettangolo AB. Dinoti lo spazio II l’ecces- 
so di quelli su questo ; sarà un tale .spazio H o 
minore dei segmenti circolari AGE , EKB, CLF, 
FMD , o pur non minore . 

Sia primieramente non nrinorc. E poiché la su- 
perficie GEACFL compo.sta dalla superficie ciliii- 
di'ica, di’ è tra le CA , FE, c dai segmenti circo- 
lari AGE , CLF è maggiore del rettangolo ACFE 
P pr. 3. con cui Ila gii stessi termini* , cioè le lince rette 
AC , CF , FE , EA : c che similmente 1 ’ altra 
superficie KEBDFM è maggioro del rettangolo 
EBDF ; perciò le due superficie GEACFL , 
KEBDFM, jjrcse insieme, cioè la superficie cilindrica 
AEBDFC , di’ è sottesa dal rettangolo ABDC , 
insieme coi segmenti circolari AGE , EKB , 
CLF, FMD sarà maggiore dei rettangoli AF , 
FB . Ma questi rettangoli sono uguali all’ altro 
ACDB insieme collo spazio H : quindi la superfi- 
cie cilindrica AEBDFC insieme con quei segmenti 
circolari, sarà maggiore del rettangolo ACDB insic- 
rao con H. È poi H maggiore dei segmenti circola- 
ri ; perciò dovrà quella rimanente superficie cilin- 
drica esser maggiore del rettangolo ACDB, 
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Sla ora lo spazio H minoro (li quei segmenti cir- 
colari. Si divida per metà ciascun arco AE , EB, 

CF , FD , poi le loro metà dividansi anclie in 
due parti uguali, c ciò si continui a fare, lineliè vi 
restino dei segmenti circolari minori dello sjia- 
zio H*4 sieno questi quelli, che insistono sulle li- *l.i.XII. 
nee rette AG , GE , EK , KB , CL, LF , FM , 

WD . Dimostreremo, come nella parte precedente, 
che i rettangoli AL ,.GF , EM , MB sieno mag- 
giori degli altri AF , FB -, e che le superficie ci- 
lindriche , che sono comprese tra i lati AC, GL 5 
GL , EF ; EF , KM -, KM , BD insieme coi seg- 
menti circolari, che hanno ])cr corde le AG, GE, 

EK, KB, CL, LF, FM , AID , cioè l’intera su- 
perficie cilindrica , eh’ è tra le AC , BD insieme 
con quei segmenti circolari, sia maggiore dei ret- 
tangoli AL , GF , E 31 , MB , e quindi anche de- 
gli altri AF , FB , ossia del rettangolo ACDB in- 
sieme collo spazio II , Per lo che essendo quei 
segmenti circolari minori dello spazio H ; dovrà 
la rimanente superficie cilindrica AEBDFC esser 
maggiore del rettangolo ACDB . C. B. D. 

Cor. Quindi se s' iscriva un prisma in un cilin- 
dro ; la superficie del prisma è minore della super- ’ 
fide del cilindro , non considerandovi le loro basi. 

Imperocché ciascun parallogiammo, che compone 
la superficie del prisma , è minore della superficie 
«iliadl'ica , eh’ è costituita si; di esso . 


Digitized by Google 



Lib. 1. 123 


Arcuimbdb 


PROPOSIZIONE Vili. 

teorema. 

Se per gli estremi di due lati di un cilindro^ 
si tirino le tangenti ai cerchi^ che sono le basi di 
•(fuesto solido, le quali s' incontrino fra loro-, unen~ 
do questi punti di concorso n' emergeranno due 
rettangoli maggiori della superficie cilindrica com- 
presa tra essi . 

fig. 64 . Sia il cerchio ACB una delle basi di un cilin- 
dro , e CG , AE sicno due suoi lati ; per gli 
estremi A , C , E , G de' quali sieno tirate ai 
cerchi ACB, EGF , basi del cilindro , le tangenti 
AD , CD ; EH, GII , che s’incontrino fra loro 
in D, ed H ; e questi punti si uniscano colla DH; 
dico che i quadriletari DCGH , DAEH sieno due 
rettangoli , i quali insieme presi sono maggiori della 
superficie cilindrica , eh’ essi comprendono , cioè 
di quella , eh’ è terminata dai lati EA , GG , e 
dagli archi ABC , EFG . 

Si tirino le AC , EG fra i contatti . E poi- 
ché le EH , AD sono perpendicolari al lato 
AE del cilindro , esse saranno tra loro paralle- 
le ; e per la stessa ragione sono anche parallele 
le GH , CD . Laonde 1’ angolo EHG è uguale all’ 
angolo ADC ; e perciò i triangoli isosceli EHG , 

^ ADC , avendo uguali le loro basi AC , EG , 

ed il loro angoli verticali , e quindi quelli che 
sono adjaceutì alle basi , saranno jiei'fettamcnte 
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ugnali. Adunque EH è uguale ad AD: ma gli eia 
pure parallela , perciò il quadrilatero ADHE c un 
parallelogrammo ; e lo stesso può dirsi dell’ altro 
DCGH 5 ed è poi chiaro , eh’ essi sieno rettan- 
goli ugualmente alti , che il cilindro . Ciò posto , 
si hiseghino gli archi ABC, EFG in B , F, e per 
questi punti si tirino ai cerchi ACB , EGF le tan- 
genti KBL , IFM , e si congiungano le IK , LM. 

Si dimostrerà come poc’ anzi , che i quadrilateri 
EAKI, IKLM, LMGC sieno relfangoli : e sicco- 
me le Basi DA, DC de’ due rettangoli DE, DG 
sono maggiori delle Basi AK , KL, LC de’ tre 
altri rettangoli KG, KM, LG; perciò que’ due 
saranno maggiori di questi ti'e • Sia lo spazio O 
r eccesso di quelli su questi ; sarà questo spazio 
O o minore dei trilinei CLB , BKA , GMF , 

FIE , o pur non minore . 

Sia in primo luogo non minore . E poiché la 
superfìcie , che si compone dai tre rettangoli 
Al , IL , LG , e dai quadrilateri EIIMG , AKLC 
ha gli stessi termini nel piano EACG coll’ altia 
superficie, che si compone dalla superficie cilindri- 
ca , eh’ è tra i lati E A , GC del cilindro , e 
gli archi EFG , ABC , c dai segmenti circolari 
EFG , ABC ; e che di più la prima, e la seconda 
sono entrambe concave verso untai piano EACG, 
e quella comprende questa ; perciò la prima 
sarà maggiore della seconda * . Laonde to- * P'- 4* 
gliendone di comune i segmenti circolari ABC , 

EFG, resteranno i tre icttangoli AI , KM, LG 
insieme co’ trilinei EIF , FMG , AKB , BLC 
maggiori della superficie cilindrica , eh’ è racchiusa 
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dalle EA j GC , e dagli ai’clii EFG , ABC *• 
Ma lo s])azio O si è supposto uon luiuox’e di quei 
quattro trilinci ; quindi sarà anche la sonama dei 
tre rettangoli AI, KM, LG, e di O maggiore della 
stessa superficie cilindrica ; e siccome quei tre ret- 
tangoli insieme con O , pareggiavano i due rei- 
tangolii DE , DG ; cosi saranno anche questi mag- 
giori della superficie cilindrica ABCGl E . 

Che se lo spazio O si supponga minore de’ tri- 
linci AKB , BLC , EIF , FMG ; allora si hisc- 
gliino continuamente gli archi AB, BC, EF , FG, e 
si tirino ad essi le tangenti , finché si pervenga a 
de’ ti’ilinci minori dello spazio O j e poi il resto 
della dimostrazione si continui, come nella Prop. 7. 

Con. Quindi si rileva che la superficie di un prisma 
circoscritto ad un cilindro sia maggiore della siiper-^ 
fide del cilindro , non considerandovi le loro basi » 

Poiché si è dimostrato , che due rettangoli , che 
toccai! o un cilindro , ed hanno da una parte un 
lato comune, e dall’altra sono terminali da due lati 
del cilindro , sono maggiori della superficie cilin- 
drica eh’ essi comprendono ; e così continuando a 
dimostrare, se ne couchiuderà ciò che si è detto . 

Di più la superficie di un altro prisma ugualmen» 
te allo , che comprende quello , che tocca il cilin- 
dro , e che ha per basi de' rettilinei simili a quelli 
che sono basi del primo ^ sarà anche maggiore della 
superficie cilindrica . 

Poiché ciascun rettangolo , che termina questo 
secondo prisma è maggiore del corrispondente , 
che termina il primo ; mentre la Base è maggioro' 
della Base , e P altezza è la stessa ^ 


Digitized by Google 



«trttA. SfSRA B SBL ClLI2fDK0 . 


ia5 Lib. li 


PROPOSIZIONE IX. 
teorema- 

La sapeijlcie di un cilindro senza le basi , à 
tignale al rettangolo contenuto da una linea retta ^ 
che rappresenta la circonferenza della base di un 
tal cilindro , e da un suo lato . 

II cerchio ABCD dinoti la base di un cllin- fg‘ 65. 
clro , il cui asse sia OV , che dinoterà anche 
un qualunque Iato di un tal cilindro j e sia il 
rettangolo ZY contenuto da XY, che rappresenti 
la circonferenza del cerchio ABCD , e da ZX u- 
guale ad OV : dico che questo rettangolo sia 
uguale alla superficie del cilindro senza le basi . 

Poiché se il rettangolo ZY non è uguale alla 
superficie del cilindro , che ha per base il cerchio 
ABCD , e per asse OV -, dovrà pareggiare la su- 
2 )crficie di un cilindro descritto collo stesso asse, 
e che abbia per base un cerclno minore del cer- 
chio ABCD , o pur maggiore . Pareggi in primo 
luogo quella del cilindro , la cui base è il cer- 
chio abed minore di ABCD, e concentrico . S’ i- 
scriva nel cerchio maggiore ABCD un imligono 
AEBFCcc. di un numero pare di lati uguali , il 
quale non tocchi il cerclùo minore abed , e poi 
s’ intenda eretto su di questo poligono un pri- 
sma dell’ altezza del cilindro . E jjoichè il peri- 
metro di un tal poligono è minore della circon- 
ferenza del cerchio ABCD * , la quale si è raj)- * p. i. 
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presentala colla retta XY , si tagli da que- 
sta la X_j^ uguale *a quel perimetro , c si com- 
pia il raltangolo Zjr : sarà questo rettangolo, com’ 
è chiaro , uguale alla superficie eli quel prisma ; e, 
perciò maggiore della superficie del cilindro dc- 
*c.p.è. scritto sul cerchio abed*, c quindi anche del ret- 
tangolo ZY, che si è supposto uguale a questa su- 
jierficie cilindrica . Lo che ripugna. Non può dun- 
que il rettangolo ZY pareggiare la superficie di un 
cilindro, che abbia lo stesso asse OV del pvojiosto, 
ed una base minore del cerchio ABGD . 

Sia dunque un tal rettangolo ZY uguale alla su- 
perficie di un altro cilindro anche descritto col- 
lo stesso asse OV, ed avente per base il cer- 
chio GHKL maggiore di ABCD, e concetrico. S’iii- 
trfiida similmente iscritto in questo cerchio GHKL 
un poligono GAIHJNKec. di un numero pare di lati 
uguali , il quale non tocchi l'altro cerchio ABCD} 
c su di esso si eriga poi un prisma dell’allezzaOV, 
che verrà ad essere iscritto in quel cilindro . Ciò 
posto, essendo il perimetro del poligono GMHNKec. 
maggiore della circonferenza del cerchio ABCD , 
e perciò anche della retta XY , che la rappresen- 
ta } si produca la XY in T finché XT pareggi 
un tal perimetro , e compiasi il rettangolo ZT , 
sarà , come è chiaro , un tal rettangolo ugnale -al- 
la superficie di quel prisma : c quindi minore del- 
la superfìcie del cilindro descrìtto sul cerchio 
GHKL*, e perciò anche del i-etlangolo ZY, clic si 
è supposto uguale a questa . Lo che anche è un 
assurdo . 

Laonde non potendo il rettangolo ZY^, conlcnu- 
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to dalla linea retta XY, che rappresenta la circon- 
ferenza del cerchio ABCD , e tl.Il’ altra ZX eh’ 
è quanto la OV , esser ugnale alla superficie di 
un cilindi'o descritto coll’ asse OV, la cui base sia 
un cerchio minore di ABCD , o pur maggiore ; 
dovrà Necessariamente pareggiare quella del ci- 
lindro di questa hase C. B. D. ■ 

PROPOSIZIONE X. 

TEOREMA. 

La sìtpprjicic di un cilindro senza le ' basi sta 
ad una di queste , come il doppio lato del cilindro 
al raggio di una sua base . 

Sia un cilindro che ahhia per asse la linea ret- 
ta AC , ed AE esprima il raggio della sua hase ; 
dico che debba stare la superficie del cilindi'o 
ad uno dei cerchi , che ne sono le basi , come la 
doppia AC ad AE . 

La linea retta AB rappresenti la circonferenza 
del raggio AE , ed essa si applichi perpendicolar- 
mente alla AC nel suo estremo A , e si compia il 
rettangolo CB 5 sarà questo uguale alla supe.j'ficie 
del cilindro * ; e se congiungasi AE , il triangolo 
rettangolo E AB sarà uguale al cerheio ch’è la base 
di esso cilindro * . Or se si prolunghi AC finché 
AD ne sia doppia, e si congiunga ’BD 5 è chia- 
ro che il triangolo BAD pareggiando il rettangolo 
CB, sia al par di questo uguale alla superficie del 
proposto cilindro . Ma il triangolo DAB sla al 
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triangolo EAB , come DA ad EA , cioè come il 
doppio di C A ad EA . Dunque è vero , che la 
superficie del cilindro, che ha per asse CA, e per 
hasc il cerchia del raggio E A sta a questo cerchio» 
come il doppio dell’ asse , ossia di un lato del 
cilindro , al raggio della base . C. B. D. 

Scol. Fra CA,’ che dinota il lato del cilindro , e 
la doppia AE , eh’ è il diametro della Lase si 
ritrovi la media proporzionale M j saia il qua- 
dralo di M ugnale al rettangolo di CA nella dop- 
j)ia AE, e perciò anche all’altro della doppia CA, 
cioè DA, in AE ; giacché questi due rettangoli sono 
Ugnali , per aver le hàsi recipi’ocamente propor- 
zionali alle altezze ; e perciò sarà anche DA ad 
M, come M ad AE, ossia come il cerchio del rag- 
* se p 3. altro del raggio AE*. E quindi , poiché 

AD sta ad AE , come il triangolo DAB al trian- 
golo EAB , starà anche quel triangolo a questo , 
come il cerchio del raggio M a quello del raggio 
AE Ma il cerchio del raggio AE è uguale al 
triangolo EAB, poiché la AB rappresenta la cir- 
p 3 , conferenza di esso , e la AE è quanto il raggio*. 
Dunque anche il triangolo DAB dovrà pareggiare 
r alli’o cerchio del raggio M . Ma quel triangolo 
si è detto essere uguale alla superficie. de! cilindro. 
Adunque 

La superficie di un cilindro , senza le basi , è 
uguale al cerchio il cui raggio è la media 
proporzionale tra'l lato di un tal cilindro e'I dia- 
metro della sua base . 

E questa é 1’ esibizione della superficie di ub 
cilindro secondo Archimede . 
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PROPOSIZIONE XI. 

yE ORE MA. 

La superficie di un cono, senza la base, è ugnar- 
le ad un triangolo rettangolo , di cui i lati intor-^ 
no all' angolo retto , uno rappresenti la circonfe- 
renza della base di un tal cono , e t altro sia 
guanto un lato di questo solido . 

Sia il cci’cliio ABCD la Base dì un cono , ecl fig, 

OV il suo asse , VB un suo lato 5 e sia il trian- 
golo rettangolo ZXY, di cui un lato XY intorno 
air angolo retto rappresenti la circonferenza del 
cerchio ABCD , l’altro XZ sia quanto VB : dico 
che questo triangolo dchha pareggiare la superficie 
del cono ABCDV . 

Poiché se un tal triangolo non è uguale alla 
superficie di questo cono j potrà supporsi pareg- 
giar quella di un altro cono descritto collo stesso 
asse , e che ahhia pci* base un cerchio minore dì 
ABCD , o pur maggiore. Sia primieramente ugua- 
le alla superficie di quel cono , che ha 1’ asse stes- 
so OV , e per base il cerchio abed , minore dell* 
altro ABCD, e descritto intorno allo stesso centro 
p, S ’ iscriva nel cerchio maggiore ABCD un po- 
ligono AEBFCec. , di un numero pai-e di lati u- 
guali, il quale non tocchi il cerchio minore abed*^ *j 2 \jj 
e poi s’ intenda su di questo poligono eretta la 
piramide, che ha per vertice il punto V , la quale 
verrà ad essere iscritta nel cono ABCDV . Di poi 
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””””” dal vertice V di questa piramide su di uu lato EB 
della sua base si abbassi la perpendicolare VP , 
die sarà minore , com’ è chiaro , del lato VB del 
cono 5 e si taglino dalle XY , XZ , le Xj- , Xz 
rispettivamente uguali al perimetro del poligono 
AEBFCec , ed alla VP, e si congiunga la zj -.sa- 
rà il triangolo zX^ uguale alla superficie della pi- 
* p. 4- ramide AEBFCec.V * . Or la superficie di que- 
sta piramide è maggiore di quella del cono abcJY 
*c.p. 6. eh’ essa comprende * -, e si è supposto che questa 
1 superficie conica pareggi il triangolo ZXY : a- 
dunque dovrebb’ essere il triangolo zXj' maggiore 
dell’ altro ZXY. Lo che ripugna . Xon può dun- 
que il triangolo ZXY pareggiare la superficie di 
un cono descritto coll’ asse OV , e che abbia per 
base un cei-chio minore di ABCD . 

Sia dunque un tal triangolo ZXY uguale alla 
superficie di un altro cono GHKLV^che abbia lo 
stesso asse OV , e la cui base GHKL sia un cer- 
chio maggiore di ABCD , e concentrico . S' iscri- 
va nel cerchio maggiore GHKL un poligona 
GMHNKec. di un numero ^are di lati uguali, il 
quale non •tocchi il cerchio minore ABCD , e 
sopra un tal poligono s’ intenda eretta la pi- 
ramide , che ha per vertice il punto V , la qual^ 
essendo iscritta nel cono GHKLV , avrà una su- 
* c p 5 minore di quella di un tal cono *, cioè del 

triangolo ZXY . Ciò posto, dal vertice V di que- 
sta pir.>mide si abbassi su di un lato MH de^Ia sua 
base la perpendicolare VQ, che sarà , com’ é chiaro, 
maggiore di VB lato del cono ABCDV ; e si 
prolunghino le XY , XZ in T , ed in B , finché 
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XT pareggi il perimetra del poligono GMHNKcc^ 
il quale è maggiore della circonferenza ABCD , 
lo che può, dimoslrarsL come nella Prop. 3. , e la 
XR pareggi la VQ : congiunta RT , sarà il 
triangolo RXT uguale alla superfìcie di una tal 
piramide , e perciò minore del triangolo. ZXY . 

Lo che anche ripugna . Quindi il triangolo ZXY 
nè pure può essere uguale alla superficie di un 
cono, che abbia 1’ asse OV, e per base un cerchio 
maggiore di ABCD . Ma si è dimostrato , che un. 
tal triangolo nè anche poteva pareggiare la super- 
ficie di un cono il quale avesse per- asse OV e 
per base un cerchio minore di ABCD . Adunque 
dovrà quel triangolo essere uguale alla superficie 
del cono ABCDV ; C. B. D.. 

PROPOSIZIONE XII. 


TEOREMA.. 

La superficie di un cono, senza la base , serba 
a questa la stessa ragione , che un lato, di un tal 
cono al raggio della base . 


Sia un cono , che abbia pei* lato la linea retta 
AC, ed AE esprima il 'raggio della sua base; dico 
che debba star la superficie di questo cono, senza 
la base , «ad essa base , come AC ad AE. 

Rnpprqsenli la linea retta AB la circonferenza 
del raggio AE, ed essa si applichi perpeiKiicolarincn- 
te alla AB , c si congiungano le DB , BE; saran- 
no i triangoli DAB , EAB làspettivamente uguali 
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* p. 1 1 '. superficie del cono * , ed a quella della tase 
f p* 3. ^ quindi siccome questi due triangoli 

sono tra lOro , come AD ad AE ; cosi sarà anclie 
la superficie di quel cono alla sua base, come AD 
ad AE, cioè come un lato del cono al raggio del- 
ia sua base. C. B. D. 

ScoL. Tra il lato AD di un cono, ed il raggio 
I AE della s\ia base si trovi la media pi-oporzionale 

M , starà AD ad AE in duplicata ragione di M 

ad AE , cioè come il cerebio del raggio M a quello, 
che ba AE per raggio . Ma AD sta ad AE, come* 
il triangolo DAB all’ altro EAB ; cpiindi anche 
quel triangolo starà à questo , come il cerchio del 
raggio M air altro, che ha AE per raggio . E poi 

P p. 3. il cerchio del raggio AE uguale al triangolo AEB *. 

Dunque il cerchio del raggio M sarà uguale al 
triangolo DAB , cioè alla superficie di quel cono 
ch’era rappresentata da questo triangolo. Adunque 
La superficie di un cono, senza la base, è uguale 
al cerchio, che ha per raggio la media proporzionale 
tra il lata di esso cono, e'I raggio della sua base, 
•E questa è la maniera nella quale ha Archinrc'- 
de esibita una tal superficie conica . 

PROPOSIZIONE XIII. 

TEOREMA. 

Se un cono si seghi con un piano parallela 
alla base ; la superficie conica, di' è tra i piani pa^ 
rallcli, sarà uguale al rettangolo contenuto da qucllu 
parte del lato del cono , di' è tra i piani sudelti , 
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e da un' altra linea retta , che rappresenti ia 
somma della nula della circonferenza della base 
del cono, e della metà del perimetro della sezione ' 
prodotta dal piano segante . 

Sia un cono ABCD descritto dalla rivoluzione fiS' 
del triangolo rettangolo DOC intorno al suo lato 
DO , ed esso cono sia segato dal piano EFG pa- 
rallelo alla base ABC : dico che la superficie coni- 
ca , eh’ è tra i piani paralleli ABC , EFG sia u- 
guale al rettangolo contenuto dalla GC , e da un* 
altra linea retta, ch’è uguale alla somma della me- 
tà della circonferenza ABC , e della metà del pe- 
rimetro della sezione EFG . 

Dal punto C si elevi CH perpendicolare al lato 
DC del cono, ed uguale alla circonferenza del cer- 
chio ABC ; poi si congiunga DH , e per G si tiri 
GK parallela a CH . E poiché i piani paralleli 
ABC , EFG sono segati dal piano DOC , le loro 
comuni sezioni con questo , cioè le PG , OC sa- 
ranno pai-allele * j e quindi 1’ angolo DPG è ret- * XI^ 
to al pari del suo interno , ed opposto DOC ; 
e perciò il triangolo DPG rivolgendosi intorno 
a DP descrive un cono , e PG descrive il cer- 
chio , che n’ è base: laonde la sezione EFG è un 
cerchio. Or essendo simili i triangoli DOC , DPG 
sta, permutando , OC a PG , come CD a DG : 
ma CD sta a DG, come CH a GK , per gli altri 
triangoli simili DCH , DGK -, quindi sarà pure ' 

CH a GK, come OC a PG , o come la cir- 
conferenza del raggio OC a quella del raggio PG *; 

*>e perciò essendosi supposta CH uguale alla cir- 
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conferenza del raggio OC , sarà anche GK ugua- 
le alla circonferenza del raggio PG. Ciò premes- 
so il triangolo DCII è uguale alla superficie del 
* p. n. "cono ABCD *; ed il triangolo DGK è uguale 
alla superficie dell’ altro cono EFGD : adunque 
sarà la differenza di quei due triangoli , cioè il 
trapezio CGKH uguale alla differenza delle due 
superficie coniche , cioè alla superficie conica, eh’ è 
tra i piani paralleli ABC , EFG . Ma se si ti- 
ri per K la KL parallela alla DC , e si unisca 
CK; è chiaro che il trapezio CGKII essendo Uguale 
ai due triangoli CKH , CGK , sia quanto la som- 
ma dei rettangoli della nietà di CH in LK , o 
CG, e della metà di GK in CG e quindi uguale 
al rettangolo di CG nella metà di CH, e GK. Ma 
queste CH , e GK rappresentano le circonferenze 
dei cerchi ABC, EFG. Dunque la superficie conica, 
eh’ è tra i piani paralleli ABC , EFG è uguale 
al rettangolo di CG nella metà della somma delle 
circonferenze dei cerchi ABC , EFG. C. B. D. 

Cor. Si divìda PO per metà di N, si tiri per N 
la NM parallela ad OC , ed indi poi per G si tiri 
GQ parallela a PO; sarà per gli triangoli similiGQC, 
GRM , e permutando , QG a GR , come QC ad 
RM , e perciò QC doppia di RM . Ma le OQ , 
PG , prese insieme , sono il do])pio di NR; dun- 
que le OC, PG saranno il doppio di NM: e quin^ 

^ di la circonferenza del raggio NM rappresenterà 
la metà della somma delle circonferenze dei raggi 
* c. p. 3. OC , PG * . E perciò 

La superficie conica , eh' è tra i piani paralleli 
sarà uguale oL rettangolo contenuto Jalla GC, ch'^ 
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ìa parte del luto del cono , eh' è tra essi piani , 
e dalla circonferenza di quel cerchio , che ha per 
raggio la NM , che dal punto medio della PO si 
tira parallela alla PG , o alla OC . 

Scol. Or se si ritrovi tra CG, ed il doppio della 
NM , cioè le OC, PG insieme , la media propor- 
zionale X; dovrà il quadralo di X pareggiare il 
rettangolo di CG nella doppia MN, e quindi quello 
. della doppia CG in MN; i quali rettangoli sono u- 
guali, per aver le Lasi reciprocamente proporzionali 
alle altezze. Laonde sarà la doppiaCG adX, come X 
ad MN, o.come la circoqferenza del raggio X all* 
altra, che ha MN per ra^io * ; e qiiindi se si costi- 
tuissero due triangoli rettangoli, uno dei quali ahhia 
per lati intorno all’ angolo retto il doppio di GC, e 
la circonferenza del raggio MN , e 1’ altro la X, e 
la circonferenza del raggio X ; questi due triangoli 
dovrehber» essere uguali * . Ma il primo di essi 
triangoli , avvegnaché uguale al rettangolo di GC 
nella circonferenza del raggio MN , pareggia la 
superGcie conica , eh’ è tra i piani paralleli * : e 
1’ altro è uguale al cerchio del raggio X * . E * 
perciò 

Se un cono si seghi con un piano parallelo 
alla base , la superficie conica, di' è tra i piani pa^ 
ralleli , è uguale a quel cerchio , il cui raggio 
è la media proporzionale tra il doppio lato del 
tono , eh' è tra questi piani , ed una linea retta 
uguale ai raggi de' due cerchi, che sono in essi . 

Ed e in questo modo , che Archimede ha esi- 
bita la SQperficie conica , di cuf si è parlato . 


Lib. 1. 


c. p«3* 

‘ i5.VI. 

' p. 3. 
c.p. i3. 
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t 6.XII. 


PROPOSIZIONE XIV. 

TEOREMA. 

Offrii cono è uguale ad una piramide , la 
quale abbia per base un rettilineo uguale al cer- 
chio base del cono , e la sless' altezza di questo 
solido . 

Sia il cercliio ABCD la Base di un cono , ed 
OV il suo asse , o 1’, altezza ; e la piramide 
PQRS aLfcia per base il rettilineo PQR uguale al 
cercliio ABCD , c la sua altezza PS pareggi la 
OV : dico che quel cono , c questa piramide sic- 
no tra loro uguali . 

Imperocché se la piramide PQRS non è ugua- 
le al cono , che ha per base il cerchio* ABCD , o 
per altezza OV ; si supponga pareggiare quell’ al- 
sto cono ugualmente alto, che ha per base il cer- 
chio abed minore di ABCD , e concentrico . S’ i- 
scriva nel cerchio maggiore ABCD un poligono 
AEBFCec. di un numero pare di lati uguali , che 
non tocchi il cerchio minore abed ; e poi su di un 
lai poligono s’ intenda eretta la piramide iscritta 
nel cono proposto , che sarà perciò di uguale al- 
tezza , che r altra PQRS ; e quindi dovrà stare 
quella a questa , come il poligono AEBFCec. al 
rettilineo PQR * , o al cerchio ABCD , che si è 
supposto uguale a questo rettilineo : è pei’ciò sicco- 
me il poligono AEBFCec. è minore del cerchio 
ABCD iu cui è iscritto ; dovrà anche la piranù- 
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de , che ha per base 
minore dell’ altra PQlìS , vale a diie del cono, 
che ha per hasc il cerchio abed , e per aif(Z7a la 
OV , il quale si è supposto uguale alla piiamde 
PQRS . Lo che è im2)0ssih'i!e ; poiché la ])irum- 
de, che ha per hase il poligono i\EhìFCcc. ccin- 
prende un tal cono. I\on può dunque la pirami- 
de PQRS pareggiare un cono dell’ altezza OV , ^ 
che ahhia per hasc un cerchio minore del cerchio 
ABCD , 

Si supponga in secondo luogo la piramide PQRS 
essere uguale ad un altro cono , che ahhia la 
stessa altezza OV , e per buse il cerchio CIIKL 
maggioie di ABCD, e cojiccntrico . S’ iscriva j urc 
in questo cerchio il poligono GMHIVKec, di un 
numero pare di lati uguali , che non tocchi 1’ al- 
tro cerchio AECD , e su di questo poligono si 
concepisca eretta la piramide iscritta in quel co- 
no . Ed essendo questa piramide uguale in altez- 
za all’ altra PQRS 5 sarà quella a questa , come 
la base GiMIlKKec. alla base PQR *, cioè al cer- * G. XII. 
chio ABCD ; e quindi siccome il* poligono 
GMHlVKec. è maggiore del cerchio ABCDj dovrà 
anche la piramide, che ha per base quel’ poligono 
esser maggiore dell’ altra PQRS , o del cono che 
ha per base il cerchio GHKL, c per altezza OV, 
al quale questa piramide si era supposta uguale. Ma 
ciò non può essere- poiché la piramide GMHNKec.V 
è iscritta in questo cono . Adunque la piramide 
PQRS nè anche può pareggiare un cono dell’al- 
tezza OV , che abbia per base il cerchio GHKL 
(maggiore di ABCD . Sj è poc’ anzi dimostrato , 
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Il poligono AEBFCec. esser- 
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che non poteva pareggiare un cono ugualmente 
alto , la cui base fosse il cerchio ahcd minore di 
ABCD. Laonde una tal piramide dovrà pareggiare 
il cono ABCDV. C. B. D. 

Cor. e perciò anche ogni cilindro sarà uguale 
ad un prisma^ che ha per base un rettilineo ugua- 
le alla base del cilindro , e per altezza un lato di 
un tal solido . 

Poiché r uno, e l’altro di. questi solidi sono ri- 
spettivamente tripli del cono , e della piramide , 

*c- 7 -XII)(;hc hanno le stesse loro basi, e l'altezza medesima *. 
eio.XII.) 

PROPOSIZIONE XV. 


TEOREMA. 


fs- 70 * 


Se vi sleno due coni tali , che la superficie di 
Uno sia uguale alla base dell' altro , e la per- 
pendicolare^ che dal centro della base di questo si 
abbassa su di un suo lato , pareggi V altezza del 
primo \ questi due coni saranno uguali , 

» 

Siene i due coni ABLC , DEMF , ed il cono 
ABLC itbbia la sua base, cioè il cerchio BLG u- 
guaio alla siiperCcie dell'altro cono DEMF, c 
r altezza AG dello stesso cono ABLC pareggi la 
perj)ciidicolare IIK, che dal centro della base del 
cono DEMF si abbassa su di un suo lato DE 
dico che questi due coni sieno uguali . 

Poiché essendo la base del cono ABLC uguale 
alla superficie dell’ altro DEMF 5 dovrà stare la 
base del cono ABLC a quella del cono DEMF , 
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come la superficie di questo stesso cono alla sua ' 
base * . Ma come quella superficie conica a que- * 7- V* 
sta base , così sta DE ad EH * , o ^ure DH ad * p. la. 
HK , pe r esser simili i triangoli DEH , DHK , o 
finalmente DH ad AG, che si è supposta pareg- 
giarelIK. Quindi come la base del cono ABLC a 
quella dell’ altro DEMF , cosi sta 1' altezza DH di 
questo all’ altezza AG del primo: e perciò i coni 
ABC , DEE avendo le loro basi reciprocamente 
proporzionali alle altezze , saranno tra loro u- 
guali * . C. B. D. *i6.XlI. 

P. ROPOSIZIONE XVI. 

TEOREMA. 

Ogni rombo conieo è uguale ad un cono la 
cui base è un cerchio uguale alla superficie di uno 
dei coni, che compongono il rombo , e altezza è 
t/uanto quella perpendicolare, che si abbassa sopra 
uno dei lati di questo cono stesso , dal vertice dell' 
altro cono . 

Sia ABPCD un rombo conico, cbe abbia per bo- y?!'. yi. 
se il cerchio BPC, ed AD per altezza *, e si ponga 
il cono HGQK, die abbia la base, cioè il cerchio 
GQK uguale alla superficie del cono ABPC, e l’al- 
tezza HL quanto la pcrpendicolar» DF , che dal 
\ertice D dell’ altro cono DBPG componente il 
rombo conico, si abbassa sopra il lato AB del co- 
no ABPC ; dico che il cono HGQK. sia uguale 
al rombo conico ABPCD . 
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Si supponga un altro cono NMRX, elio aLliia la 
base MRX uguale alla baseBPC del romho conico, e 
l’altezza NO quanto la AD. E poiclic il cono DBPC 
*i 4 -XlI. sta all’altro ABPC, come DE ad. E A *, sarà com- 
ponendo il roniLo conico ABPCD al cono ABPC, 

• come DA ad AE . Ma sta pure il cono NMRX 
*14. XII. al cono ABPC , come NO , ossia AD ad AE * . 

Dunque il rombo conico ABPCD, e’I còno NMRX 
serbando al cono ABPC la stessa ragione, dovran- 

* 9. V. no essere uguali tra loro * . Or essendosi suppo- 

sta la base del cono HGQK uguale alla superficie 
dell’ altro cono ABPC; dovrà stare la superficie di 
questo cono alla sua base , come la base del co- ^ 
no HGQK a quella del cono ABPC, o dell’ altro 
NMRX. Ma la superficie del cono ABPC sta alla 

* p. la. sua base , come AB a BE * , o pure come AD a 

DF , per esser simili i triangoli ABE , ADF , o 
finalmente come NO ad HL , le quali rette pa- 
reggiano* rispellivamenlc le AD , DF . Dunque 
starà l.v base del cono HGQK a quella dell’ altro 
NMRX , come 1 ’ altezza NO di questo all’ altezza 
HL del primo ; e perciò essi coni saranno ugua- 
*i 5 .XIJ. li *• Laonde essendosi dimostrato il cono NMRX 
uguale al rombo conico ABPCD ; sarà un tal rom- 
bo anche uguale al cono HGQK . C. B. D. 

CoR. Si rileva dalla dimostrazione del preceden- 
te teorema , che due , o più coni i quali hanno 
la medesima base pareggiano un sol cono , che ha 
la base stessa , e per altezza la somma delle altez- 
ze loro . 
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PROPOSIZIONE XVII. 

T E O R E RI A . 

Se un cono si seghi con un piano parallelo 
'alla base , e sul cerchio , che si ottiene da tal sc-m 
xione s' intenda descritto dalla parte di sotto un 
altro cono , che abbia per vertice il centro della 
base del primo j verrà questo cono a costituire un 
- rombo conico con quell' altro , che il piano segan- 
te tronca verso il vertice del cono proposto ; e 
se un tal rombo conico si tolga dall' intero co- 
no ; il solido che rtàVOne- ^arà uguale a quel 
cono la cui base è un cerchio uguale alla su- 
perjicie conica, eh' è tra i piani paralleli , e V al- 
tezza è quanto la perpendicolare, che dal centro della 
base del cono proposto si abbassa su di un suo lato. 

Sia il cono ABGC, il qual si seghi con un piano 
parallelo alla Lase , che faccia la sezione DKE \ 
eh’ è un cerchio e sopra questo cerchio si*d.p. i3. 
concepisca descritto 1’ altro cono DKEF , il quale 
abbia per vertice il centro F della base del cono 
ABGC: dico che se dal cono ABCC si tolga il rombo 
conico ADKEFj il rimanente solido sia uguale al 
cono QHRL, la cui base è un cerchio uguale alla 
superficie conica, eh’ è tra i piani paralleli DKE , 

BGC, e r altezza è quanto la perpendicolare EH, 
che si abbassa dal centro F della base del cono 
ABGC sopra un suo lato AB . 

Pougausi i due altri coni NMSX, POTR tali, che 
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la base del cono NMSX sia uguale alla superficie 
del cono ABGC , e 1’ altezza uguale alla FH ; che 
perciò sarà un tal cono NMSX uguale all’ altro 

* p. i5. ABGC*. Sia poi la base del cono POTR uguale alla 

superficie del cono ADKE,e l’altezza anche quan- 
to la FH; sarà un tal cono POTll uguale al rom- 

* p. i6. bo conico ADKEF *. Or i tre coni QHRL, NMSX, 

POTR hanno la stessa altezza, e perciò sono nella 

* it.Xn ragione delle basi *; sarà dunque il cono NMSX 

uguale ai coni QHRL e POTR , siccome la base 
del primo è uguale alle basi di questi altri due . 
Laonde essendo il cono NMSX uguale al cono 
ABGC, e il cono POTR al rombo conico ADKEF; 
dovrà il rimanente cpno QHRL esser anche ugua- 
le al solido che rimane togliendo il rombo conico 
ADKEF dal cono ABGC . C. B. D. 

Cor» Dalla precedente dimostrazione si rileva , 
che due, o più coni, i quali hanno la medesima al- 
tezza pareggiano ùn sol cono dell’altezza stessa, che 
ha per base un cerchio uguale alla somma delle 
basi dei coni proposti , 

PROPOSIZIONE XVIII. 

TEOREMA. 

Se una dei coni , che compongono un romba 
conico si seghi con un piùno parallelo alla base , e 
sul cerchio^ eh' è la sexione in esso fatta, descrivasi 
un cono , il quale abbia comune il vertice coll'altro 
tono , che fu parte del rombo conico-, e che poi quel 
rombo conico , che cosi si ottiene , si tolga dal 
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proposto-, il rimanente solido pareggerà un cono, la 
cui base è uguale alla superficie ,» eh' è tra i piani 
paralleli, e l'altezza è quanto la perpendicolare, che 
dal vertice dell'altro cono componente il rombo coni- 
co proposto si abbassa sopra un Lato del primo cono. 

\ 

Sia il rombo conico BAGCD , e I’ un dei coni fig, j3. 
I)AGC, die lo compongono si scglii con un piano 
parallelo alla base, il quale faccia la sezione EQF, 
eh’ è un cerchio , sul quale si descriva il cono, 
che ha per vertice il punto D; dovrà la differenza 
de’ due rombi conici BAGCD, BEQFD pareggiare 
il cono KHSL, la cui ba^e è uguale alla superlicie 
conica, eh’ è tra i piani paralleli AGC„ EQF, e 
r altezza sia quanto la perpendicolare J)H , che* 
cade dal punto D sulla B A, prolungata se bisogna. 

Si pongano i duo altri coni NMVX, POTll , e 
•ia la base del cono NMVX uguale alla superlicie 
del cono BAGC, e l’allezza alla DHjcliè porcià un tal 
cono NMVX sarà uguale al rombo BAGCD *; sia poi * p, i6. 
]a l#se del cono POTR uguale alla superficie del < 0 - 
no 6EQF , e 1' altezza quanto la stessa DII, il che 
renderà tptesto cono POTR uguale all’altro rombo 
conico fiEQFD . E poiché la superficie del cono 
BAGC sì compone dalla superficie del cono BEt^F, 
e da quella, eh’ è tra i piani paralleli EQF, AGC; 
e la superficie del cono>BAGC è uguale alla base 
del cono NMVX; la superficie del cono BEQb’ è 
ugnale alla base del cono POTR ; e finalmente la 
superficie, ch’è, tra i piani paralleli EQF , AG(’ , 
è uguale alla base del cono KHSL : perciò la ba- 
se del cono NMVX è ujjuale alle basi dei coni 
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' POTR, KHSL. LaonJe avendo questi coni auclie 
la slcss’ altezza, sarà il cono NMYX uguale ai coni 
KHSL, POTR *. IMa il cono NMVX è uguale al 
rombo BAGCD, e ’l cono POT R all' altro rombo 
BKQFD . Quindi il rimanente solido , cb'è la dil- 
ferciiza di qne’ due rombi , dovrà pareggiare il 
cono KHSL . C. B. D. 

PROPOSIZIONE XIX. 

TEOREMA. 

/ 

Se un arco dì cerchio minore della semicir~ 

• conferenza ji divida in un qualunque numero di 
^arli , e si tirino a queste le corde ; e poi un tal 
arco insieme colle corde , che si sono in esso tira- 
te , si rivolga intorno ad un raggio, che passa per 
un de' suoi estremi j la superficie sferica descritta 
da tutto r arco sarà maggiore di quella , che de- 
scrivono tutte quelle corde . 

• 

fig. y4* Sia 1’ arco di cerchio ADR minore della semi- 
circonferenza ABC , ed esso sia diviso nelle parti 
AD , DE , EB alle quali sicn tirate le corde AD, 
DE , EB : dico che se si rivolgano P arco , e le 
corde intorno al raggio DA , che passa per uno 
degli estremi A dell’ arco ; la superficie sferica 
descritta dall’ arco sia maggiore della superficie , 
ebe vien generala dalle corde AD , DE , EB . 

Dall’ altro estremo B dell’ arco si abbassi sul 
raggio OA la perpendicolare BF , la quale nel ri- 
volgersi r arco ADB intorno ad OA descriverà un 
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cerchio . E poiché la siijierficle sferica descrilta ' 
dall’arco ADB, e quell’ .il Ira , che si descrive 
dalle AD , DE , EB hanno per termine comune 
Ja circonferenza del cerchio descrilta da BF, ver- 
so il quale sono concave , e che di più la prima ' 
superficie comprende la seconda ; perciò sarà la 
superficie generata dall’ arco ADB maggiore di- 
quella, che si descrive dalle coi'de AD , DE , EB 
delle parli in cui osso arco si è diviso * . C.B.D. * pr. 

Cor. Diinoslramlo nel modo stesso , che la su- 
perfìcie sferica descritta dall’ altro arco BGC, che 
vi resta per compiere la semicirconferenza ABC 
sia maggiore della superGcic , che si descrive dall» 
corde delle parti in cui esso si divide^ ne segue, che- 
La superficie di una sfera sia nraggioj-e della supcr-^ 
feie del solido, che si descrive da un qualunque ret- • 
tilineo iscritto nel semicerchio generatore della sfera^ 

PROPOSIZIONE XX. 

TEOREMA. 

Se ad un arco di cerchio minore delta sen^l^ 
circonferenza si tirino in diversi punti le tangenti, 
le quali s’ incontrino tra loro, c le estreme si ar- 
restino ai raggi , che passano per gli termini dell' 
arco ; e s' intenda rivolgersi intorno ad uno dà 
questi raggi C arco , e le tangenti : la supeifcie 
sferica , che dcscrivesi dall' arco sarà minore di 
quella superficie , che descrivono le tangenti . 

Sia r arco circolar^ ADB minoro della scmicir- firr -g 

J'o- 
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conferenza , al quale nei punti 1) , E , F si tir. 
no le langenli LG, Gli, HK •, o la prima , e Tiil- 
tima di queste incontrino in L , e K i raggi OA, 
OB tirali per gli termini A , B dell’ arco ; dico 
che la siijierficie sferica , die descrivesi dall’ arco 
ADB in rivolgersi intorno al raggio AO sia mino- 
re della superficie , die si descrive in una tal ri- 
voluzione dalle tangenti LG, GH , HK . 

Dall’ estremo B dell' arco si abbassi sul raggio 
OA , intorno al quale un tal arco si suppone gi- 
rare , la perpendicolare BN , e si tiri BM tan- 
gente all’ arco stesso . E poiché rivolgendosi in- 
torno ad AN si r arco ADB , che lo tangenti 
LG , GII , HM , MB , si vengono a descrive- 
re due superficie fina dall’ arco , e 1’ altra dalle 
* tangenti, le quali hanno per loro termine comune 
la circonferenza di quel cerchio , die si descrive 
dalla BN, e che di più la prima è compresa dalla 
♦ pr. seconda ; sarà dunque quella minore di questa * . 

Or essendo BìM tangente del cerchio , e perciò 
perpeinlicolare a BO, MK è maggiore di MB ; ma 
è anche il punto K più distante dall’ asso AC, che 
il punto B ; adunque la superficie conica descritta 
da -MK è maggiore di quella , che si descrive da 
BM . Aggiuntavi di comune la superfìcie descritta 
dalle LG , GII , IfI\I ; sarà 1’ intera superficie de- 
sci itla ilalle LG , GII , IIK maggiore di quella , 
che si liesciive dalle LG , GH , HM , MB ; e per- 
ciò anche maggiore della superficie sferica descrit- 
ta dall' ai'co ADB , della quale si era poc’ anzi 
dimostrala maggiore qindia , che descrivevano 
le tangenti AG , GH , IIM , MB . C. B. D. 
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Cor. Dimostrando similnieute , che la superficie ' ‘ " 
sferica deserilta dall’ altro arco BC , che vi rima- 
ne per compiere la semicirconferenza ABC , sia 
minore della superficie descritta dalle tangenti KP 
PQ ; ne segue , che 

La superficie di una sfera sia minore della super- 
ficie di quel solido, che si descrive da un qualun- 
que rettilineo circoscritto al semici rchio, dal quale 
si genera la' sfera . 

PROPOSIZIOJ^E XXI. 

T E O R E BI A . 

Se vi sieno due archi circolari, che abbiano per 
centro comune il vertice di quell' angolo., eh' essi 
sottendono , e V arco esteriore si divida in modo , 
che le qprde delle sue parti non tocchino l'arco in- 
teriore j la superficie generata, da quelle corde rivol- 
gendosi insieme coll'arco intorno al raggio tirato 
per uno de' termini di questo , sarà maggiore della 
superficie sferica , che in tal rivoluzione si descri- 
ve dall' arco interiore . 

Sieno ABH , DEF due ardii circolari descritti fig. 76 . 
intorno allo stesso centro O, e tra i lati dello stes- 
so angolo DOF ; e 1’ arco esteriore DEB’ sia di- 
viso nelle parti DE , EG , GF in modo , che le 
corde DE , EG , GF non tocchino 1’ arco intc- 
riore ABIi : dico , che se intorno a DO si rivol- 
gano gli archi, e le corde, sia la superficie descrit- 
ta dalle corde DE y EG , GF maggiore della su- 
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pcrficie sferica , die Jescrivesi Jall’ arco ABH . 

Dal centro O si abbassino sulle DE , EG, GF 
le perpendicolari , e per gli jninti B , K , L ove 
«jueste incontrano 1’ arco ABII , gli si tirino le 
tangenti MN , KP , PQ , clic saranno rispelliva- 
meiile parallellc alle DE , EG , Gl’ , c minori 
, di questo coido ; ma sono anche i punti E, G, F 
più (listanti dall’ asse DO , die non lo sono gli 
altri N, P,Q; laonde le supeificie conidic generale 
dalle DE, EG, GF saranno rispctlivamcnle mag- 

* pp. M. gioii delle alti» generate dalle MN , NP , PQ * , 

® cioè 1’ intera superficie descritta dalle corde DE , 

EG , GF sarà maggiore di quella , die descri- 
vono le tangenti MN , NP , PQ • e quindi anche 
maggiore della superficie sferica descritta dall’ arco 

• p. ao. ABH * , C. B. D. 

CoH. Dimostrando similmente , die la superficie 
descritta dalle corde delle parti , in cui s^ divide 
1’ altro arco FRT , eh’ è il compimento al semi- 
cerchio dell’ arco DEF , sia maggiore della super- 
ficie sferica descritta dall’ arco IISC compimento 
al semicerchio dell’ arco ABII ; nc segue , che 
Se vi sieno due cere hi concentrici , la superficie 
di quel solido, che si genera da un rettilineo iscrit- 
to nel cerchio esteriore , il qual non tocca il cer- 
chio interiore , sia maggiore della superficie della 
' ^fiera , che vien generata da questo cerchio , 

PROPOSIZIONE XXII. 

T E O, R E M A . 

Se un arco di cerchio non maggiore del qua- 


li 
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tirante si divida in. parti uguali , cd a queste par- 
ti vi si tirino le corde -, la superficie descritta da 
queste corde , nel rivolgersi insieni coll' arco in~ 
torno ad un raggio tiralo per un di lui estremo, sa- 
rà uguale al rettangolo dell' altezza dell'arco nella 
circonferenza di quel cerchio , c/;è ha per raggio 
la distanza di una di quelle corde dal f entro dell* 
ureo . 

Sia ABD un arco di ccrfclilo non maggiore del fig. yy, 
quadrante , il quale sia diviso nelle parti uguali 
AB , BE , ED , € sieno AB , BE , ED le corde , 
che le sottendono : dico che la superficie descrit- 
ta da queste corde , nel rivolgersi insieme coirar- 
co ABD intorno al raggio OA , tirato per un di 
lui csti-emo A , sia uguale al i-cttungolo dell' ai- 
terza AH di esso arco ' nella circonferenza , die 
ha per raggio la perpendicolare OP, che dal cen- 
tro O dell’ arco si abbassa su di una di quelle coiv 
de AB . 

Dai punti delle divisioni B , E si abbassino sul 
raggio immobile AO le perpendicolari BF , EG . 

E poiché nel rivolgersi il triangolo ABF rettan- 
golo in F intorno al suo lato AF , 1’ altro lato 
AB descrive una superficie conica ; sarà perciò la 
superficie descritta dalla AB uguale al triangolo 
rettangolo, che ha per lati intorno all’angolo 
retto , la AB stessa , e la circonferenza del raggio 
BF * , o sia al rettangolo della circonferenza di * ^ 

BF in BP metà di AB . Ma perchè sono simili i ^ * 

triangoli ABF , APO , sta , permutando , AF ad 
, come BF a PO o come la circouferenzA 
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» c.p. 3." raggio BF a quella del raggio PO* j quindi il 
rettangolo di BP nella circonferenza del raggio BF> 
dovendo pareggiar 1’ altro rettangolo di BF nella 
circonferenza del raggio PO , sarà anche questo 
uguale alla supcrlrcie conica descritta da AB . Or 
nel rivolgersi il trapezio EBFG intorno al lato 
FG , cui gli altri BF , EG. sono perpendicolari , 
la EB descrive una porzione di superficie conica, 
• ch’è tra i piani paralleli desciilti dalle EG, BF, la 
. quale è quanto il rettangolo contenuto dalla EB 

nella KL , che dal punto medio della BE si tira 
* p. l3. parallela alla BF *. Ma poiché, congiunta la OK, 
l’angolo OKB é retto, e quindi uguale ai due BKN, 
KBN } toltone di comune. 1’ angolo BKN , resterà 
r angolo KBN uguale all’altro LKO; e perciò i due 
triangoli LKO, BKN, e quindi gli altri LKO, BEM 
saranno simili , c starà BE a BM , come KO a 
KL , o come la circonferenza del raggio KO a 
-quella del raggio KL; laonde il rettangolo di BM, 
o FG nella circonferenza dtd raggio KO , cf PO 
«sarà uguale a quello di BM nella circonfei’enza 
del raggio KL , cioè alla superficie conica de- 
scritta da BE . Per lo che essendosi dimostra- 
ta la superfìcie conica descritta da BA uguale 
al rettangolo di AF nella ciiTonferenza di PO ; 
sarà la superficie descritta dalle OB , BE u- 
gualc al rettangolo delle AF , FG , cioè di AG 
nella circonferenza del raggio OP . E così conti- 
nuando a dimostrare per le altre superficie descrit- 
te dalle altre corde ED, ecj si conchiuderà , che la 
superficie descritta da tutte esse sia uguale al ret- 
,'tangolu della circonferenza di OP in AH. C.B.D. 
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Cor. Su 1’ arco AD fosse stato il quadrante; la 
superficie descritta dalle corde degli archi uguali 
in cui esso si sarehbe diviso , avrebbe pareggiato 
il rettangolo deJJa circonferenza del raggio OP nel 
raggio OA . E quindi se nell’ altro quadrante del 
semicerchio ABC si fosse praticato lo stesso , se 
ne sarebbe concluso , che 

La supeijìcie di quel solido , che vieti descritto 
da un. semifìoligono di un numero pari di lati u- 
gutdi , iscritto in un semicerchio , debba essere 
uguale al rettangolo del diametro di questo , nel- 
la circonferenza , che ha per raggio la distanza 
di uno dei lati - del semipoligono dal centro del 
semicerchio . 

PROPOSIZIONE XXIII. 

- H £ O R £ H A. 

Se un arco non maggiore del quadrante si di- 
vida in parli uguali , e si tirino a queste le cor- 
de ; e che poi s'intenda rivolgersi il rettilineo con- 
tenuto da queste corde , e dai raggi tirati per gli 
estremi dell' arco , intorno ad uno di questi raggi-, 
il solido, che da un tal rettilineo si descrive ; sarà 
uguale al cono, che ha per base un cerchio uguale 
alla superficie generata da quelle corde , c per al- 
tezza la perpendicolare , che dal centro dell' arco 
cade in una di esse . 

Sia 1’ arco ABD non maggiore del quadrante , jg, 
<il qual si divida nelle parli uguali AB, BE , ED, 
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■"ed a queste gli si tirino le corde ; dico che il 
solido , che si descrive dal rettilineo ABEDO ri- 
volgendosi intorno al raggio AO , sia uguale ad 
un cono , che ha per Base il cerchio uguale 
alla suj)crCcic descritta dalle AB , BE , ED , 

> e per altezr.a la perpendicolare OP abbassata 

dal centro O dell’ arco su di una delle corde 
AB . 

Si tirino i raggi OB, OE. Or il triangolo ABO 
rivolgendosi intorno al suo lato AO descrive un 

* d. 2. rombo conico * , uguale a quel cono , la cui base 

par«'ggia la supcrBcie conica descritta da AB, c 1’ 
^ p. i6. altezza è tpianto la OP *: c se si pi’olimgbi la KB in 
G, si vede cliiaramcnte, che i due triangoli CEO, 
GBO, rivolgendosi intorno alla GO, descrivono due 
rombi conici ; die perciò il solido terminato dalla 
superficie conica descritta da EB, e da quelle, clic 
descrivonsi dalle BO , EO, il4q\iale è la difìeren- 
za di quei due rombi conici, sarà uguale al cono, 
che ha' la base uguale alla superficie conica de- 
scritta da EB, c per altezza la perpendicolare OQ, 
p l8 sulla EB dal centro O *, o cb' è lo stes- 

so la OP . Adunque sarà l’ intero solido desciitto 
dal quadrilatero ABEO uguale a quel cono, la cui ba- 
se è quanto la superficie descritta dalle AB , BE, 

* c.p.iy. c che ba per altezza la OP *. E cosi continuando 

a dimostrare , se ne concliiuderà essere tuli’ il 
solido descritto dal rettilineo proposto ABEDO u- 
gtialc al cono , la cui base è uguale alla superficie 
descritta dalle AB , BE , ED , ed OP n’ è 1’ al- 
tezza . * 

Cile so l’arco AB fosse sialo il quadrante pr«- 
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hmgaiido 1 ’ uUima delle corde FD fino ad incon- ' 
traix‘ il raggio OA in II ; 1 ’ ultimo solido termi- 
nalo dalla superficie conica generata da DF , dà 
quella, die si descrive dalla OD, e dal cercliio 
descritto da OF, essendo la diflercnza del cono de- 
scritto dal triangolo FOH , e del ronilio conico , 
cLe descrivesi dall’ altro triangolo ODII , dovrei)^ 
te pareggiare quel cono , la cui Base è uguale alla 
superficie conica descritta da FD , ed OR , o sia 
OP 11’ è l’altezza *: che perciò aggiugnendo questo * p. 17. 
solido a quello descritto dal rettilineo ABEDO ; 
ne risulterà il solido iscritto nell’ emisfero , che 
vien generato dal quadrante circolai*e ABF rivol- 
gendosi intorno al raggio AO , uguale al cono ^ 
la cui hfrsc pareggia la superficie di uu tal solido, 

« l’altezza è quanto la OP . 

CoR. Dimostrandosi lo stesso per lo solido de-, 
scritto da un altro rettilineo identico , il qual s' 
iscriva nell’ altro quadrante OFC ; ne segue , che 
Se in un semicerchio s' iscriva un semipoligonq 
<// un numero puri di lati uguali^ e cpiesto si ri- 
volga intorno al diametro ; il solido iscritto nella • 

rfera pareggerà quel cono, la cui base è uguaj-e al- 
la superficie di questo solido, e l'altezza é quanto 
la perpendicolare, che dal centro del semicerchi* 
aade sopra un lato del semipoligono . ^ ' !■ * j . . 

> ^ • ' 
PROPOSIZIONE XXIV. 

TEOREACA. ' 

Za superficie di una sfertt è uguale al rettun- 
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goto contenuto da una linea retta , che rappresen- 
ta la circonferenza d l suo cerchio generatore , e 
dal diametro di ifuesto stesso cerchio . 

Sia ABC quel semicerchio, che genera una sfe- 
ra j cd.AC il suo diametro; ed il rettangolo ZY 
sia contenuto dalla XY , la quale rappresenti la 
circonferenza del diametro AC , e dalla XZ , che 
pareggia uu tal diametro: dico che questo rettan- 
golo sia uguale ajla superficie delia sfera, che quel 
semicerchio descrite . 

Imperocché se il rettangolo ZY non è uguale 
alla superficie della sfera , che si descrive dal se- 
micerchio ABC ; dovrà pareggiare la superficie dj 
un’ altra sfera descritta da un semicerdiio mino- 
re di ABC , o pur maggiore . Pareggi in primo 
luogo tpiella della sfera , che si descrive dal semi- 
cerchio abe minore di ABC , e concentrico . Si 
divida continuamente per metà la semicerconferen- 
za esteriore ABC , finché le corde de’ suoi archi 
AG , GB , BH , HC non tocchino la semicircon- 
ierenza interiore uhc\ c dal centro O sopra una 
di ta;li corde GA Si abbassi la perpendicolare OP: 
sarà questa OP minore del raggio OA; e perciò la 
«circonferenza del raggio OP sarà minore della cir- 
conferenza del raggio OA* , cioè della XY . Si ta- 
gli dunque dalla XY la X_y uguale alla circonfe- 
renza del raggio OP , e si compiaci! rettangolo 
ZY ; sarà un tal rettangolo uguale alla superficie 
di quel solido , che si descrive dal semipoligono 
AGBHC iscritto nel semicerchio ABC*. Ma 'Ih 
superficie di questo solido è maggiore di '.quella 
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lidia sfera descritta del semiccrcLio abc * ^ la qua-* 
le si è supposto pareggiare il ix-ttaiigolo ZY ; a- 
dunquc sarebbe il rettangolo 7.jy maggiore dell' 
altro ZY . Lo che ripugna . E perciò il rettan- 
golo ZY non può essere uguale pila superficie di 
una sfera descritta dal semicerchio abc minore dì 
ABC . 

Suppongasi dunque questo rettangolo ZY esse- 
re uguale alla superficie di un'altra sfera, descrit- 
ta dal semicerchio DEF maggiore di ABC, e con- 
centrico . Si divida un tal semicerchio DEF con- 
tinuamente per metà , finché le corde de’ suoi ar- 
chi DK , K£ , EL , LF non tocchino la semicir- 
conferenza interiore ABC; e si abbassi dal centro 
O sojira una di tali corde DK la perjiendicolare 
OQ: sarà questa OQ maggiore del raggio OA, e per- 
ciò la circonferenza del raggio OQ sarà maggiore 
di quella del raggio OA' , cioè della XY . Laon- 
de si prolunghi la XY in T , finché XT pareg- 
gi la circonferenza del raggio OQ , e la XZ si 
prolunghi anche in R , in modo che la XR sia u- 
guale al diametro FD di quest' altro semicerchio 
DEF ; e si compia il rettangolo RT : sarà 

questo rettangolo uguale alla superficie del so- 
lido, che si descriye dal semipoligono DKELT *. 
Ma la superficie di questo solido è minore di quel- 
la della sfera generata dal semicerchio DEF , nel- 
la quale quel poligono viene ad essere iscritto * , 
Adunque anche il rettangolo RT, eh’ è uguale alla 
superficie di quel solido , dovrà esser minore de^ 
Rettangolo ZY , che si suppone pareggiare quella 
della sfera . I,r0 «he ripiana • Quindi il relUngolo 


Lib. I. 

C.p. 21. 


* c. p. 3 . 

* c.p.22‘ 

* c.p. 19. 
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ZY non può essere uguale alla superficie di ima 
sfera descritta da un semicerchio maggiore di A)3C> 
Si è poi dimostrato . che nè anche poteva esser 
quanto quella di una sfera descritta da un semi- 
cerchio minore . .Adunque dovrà un tal rettangolo 
ZY essere uguale alla superficie della sfera , che 
si descrive dal semicerchio ABC. C. B. D. 

fig. 66, Scol. Bapprcsenti AB la circonferenza del cer- 
chio generatore di una sfera , c la AC applicata 
pcrpen licolarmente alla AB nell’ estremo A , sia 
il diametro di un tal cerchio : se si compia il ret- 
tangolo CB , sarà questo uguale alla superficie di 

• p. 24 . una tale sfera * . Or se si prolunghi la AC in D , 

finché AD sia doppia di AC , e quindi quadrupla 
di AE metà di AC, e che perciò è uguale al raggio del 
cerchio generatore della sfera ; congiunte le BD , 
BE , il triangolo DAB essendo Uguale al rettango- 
lo CB , sarà quanto la superficie sferica generata 
dal cerchio del raggio AE; e l’altro triangolo EAB 

* p. 3. dinoterà un tal cerchio * . Laonde la superficie 

sferica starà al suo cerchio generatore , come il 
triangolo DAB all’ altro EAB ; cioè come DA ad 
AE , e quindi come .4 'ad 1 . Vale a dire 

La superficie di una sfera è quadrupla del suo 
cerchio generatore 

E questa è 1’ esibizione della superficie di una 
sfera secondo Archimede . 

E volendo esibire un sol cerchio uguale all.a su- 
perficie di una sfera, sarà questo il cerchio, che ha 
per raggio il diametro del cei'chio generatore della 
sfera ; poiché quel cerchio è quadruplo di questo, 
dall' essere il quadrato- del raggio di quello , qua* 
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druplo del quadi-ato del raggio di questo * . * ^ 

P R O P O S I Z M N E XXV. 

TEOREMA. 

Ogni sfera è uguale ad un cono , che ha per 
base il cerchio uguale alla superficie della sfera y 
e per altezza il raggio di questa . 

Sia ABC quel semicercliio , die genera la sfera, fig. >jg. 
ed OA il suo raggio; ed il cono ZXRY abbia per 
base il cerchio XRY uguale alla superficie della 
sfera , che da un tal semicerchio si descrive , e la 
sua altezza ZM sia quanto la OA ; dico che que- 
sto cono pareggi quella sfei'a . 

Imperocché se il cono ZXRY non è uguale alla 
sfera , che si descrive dal semicerchio ABC ; do- 
vrà pareggiare una sfera la qual si descriva da un 
semicerchio minore di ABC , o pur maggiore . Si 
supponga in primo luogo uguale a quella sfox-a , 
che desci'ivesi dal semiceithio ahc niiiioie di ABC, 
e concenti’ico . Si divida continuamente per metà 
la semicirconferenza estei’iore ABC , finche le cor- 
de de’ suoi archi AG , GB , BH , IIC non tocchi- 
no la semicirconferenza intcrioi'c abe, c dal cen- 
tro O si abbassi sopra una di queste corde AG la 
perpendicolare OP. Or poiché la superficie del so- 
lido , che si descrive dal scmipoligouo "AGBHG 
rivolgendosi intox’no ad AC é minore della super- 
ficie della sfera , che vien descritta dal semicerchio 
ABC 5 c questa si è supposta pareggiare il cerchio 
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XRZ; dovrà perciò quella superficie essere quatto 
to un cercliio minore di XRY. Sia questo il cer- 
chio xry , che si supponga concentrico all’ altro 
XRY , e s’ intenda descritto su qijesto cerchio il 
cono zxry , che abbia per altezza la zM uguale 
alla OP , eh’ è minore di OA , e quindi di MZ j 
sarà un tal cono uguale al solido generato dal 

* c-p.aB. scmipoligono AGBHC * . Ma questosolido è mag- 

giore della sfera , che si descrive dal semicerGhio 
lìhc : adunque dovrebbe anche il cono zxry esser 
ma^iore dell’ altro ZXRY . Lo che ripugna. Non 
può dunque il cono ZXRY essere uguale ad una 
sfera la quale sia descritta da un semicerchio mi- 
nore di ABC . 

Si supponga perciò , eh’ esso cono possa pareg- 
giare la sfera , che si descrive da un semicerchio 
maggiore di ABC 5 e sia questo il semicerchio 
DEF concentrico ad ABC . Si divida anche la 
semicirconferenza esteriore DEF continuamente 
per metà , finché gli archi FK, KE , EL , LF 
sien tali , che le loro corde non tocchino la se- 
niicirconfcrtnza interiore ABC , e sopra una di 
tali corde DK si abbassi la perpendicolare OQ . 
E poiché la sujKTficie d< l solido , che si genera 
dalla rivoluzione del scmipoligono DKELF intor- 
no alla DF, é maggiore della superficie della sfe- 

* c.p.ai. ra, che si descrive dal semicerchio ABC *; perciò 

dovrà la superficie dj quel solido esser uguale ad 
un cerchio maggiore del cerchio XRY ; sia questo 
il cerchio SVT descritto intorno allo stesso cen- 
tro M di quello , c su di esso s’ intenda cretto 
quel cono , che ha per altezza la NM uguale alla 
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OQ , ch’è maggiore della OA, e quindi della MZ; 
sarà un lai cono uguale a quel solido * . Laonde * c.p.23. 
siccome quel solido è minore della sfera , che si 
descrive del semicerchio DEF nella quale è iscrit- 
to *; cosi sarà pure il cono NSVT minore dell’ al- * 
tro ZXRY. Lo che anche ripugna. E perciò non 
può il cono ZXRY pareggiare la sfera, che si de- 
scrive da un semicerchio maggiore di ABC . Ma * 
si è poc’ anzi dimostrato , che nè pure poteva 
quel cono pareggiare una sfera, la quale si descri- 
vesse da un semicerchio minore di ABC . Adun- 
que dovrà esser quanto la sfera , che da un tal 
semicerchio si descrive . C. B, D. 

ScoL. Essendo la superficie di una sfera qua- 
di’upla del suo cerchio generatore * ; ed i due co- *sc.p. 24 . 
ni uno che abbia per base la superficie sferica , 
r altro il cerchio generatore di esso , e per al- 
tezza comune il raggio , dovendo esser tra loro 
come le basi *; perciò sarà il primo quadruplo del * ii.XII 
secondo . Ma si è dimostrato , che il primo sia 
uguale alla sfera . Adunque 

Ogni sfera è quadrupla di quel cono , che ha 
per base il cerchio , generatore della sfera , e per 
altezza il raggio di questo . 

Ed è in tal modo , che Archimede ha esi- 
bita la sfera . 

PROPOSIZIONE XXVI, 

teorema. 

Ogni cilindro che abbia la base uguale al cer- 
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chio generatore di una sfera , e per altezza il dia- 
metro di questo , è sesquiallerò della sfera : e la 
di lui superficie insieme colle basi , è ancora ses- 
quialtera della superficie della sfera . 

N. B. Una grandezza si dice sesquialtera di un’ 
altra , se questa accresciuta della sua metà pareggi 
• ■ la pi'ìt&a . 

Imperocché il cilindro, che aLhiamo detto, es- 
sendo triplo di quel cono , che ha la stessa Base 

* IO. XII *'>••», e r altezza medesima * , dovrà esser sestuplo 

«li queir altro cono, che ha la medesima hase , e 

* 14. XII altezza il raggio (|alla sfera * : si è poi dimo- 

*sc.ji.a 5 . sliata la sfera quadrupla di quest’ultimo cono *. 

Ti chiaro dunque, che il cilindro sia sesquiallerò 
della sfera . 

Di nuovo , poiché la snperfitle di un tal cilin- 
dro sta alla hase , come il doj>pio del lat^ del ci- 

* ]). IO. Inidro al raggio di essa hase*: cd è il lato del ci- 

lindro pro])osto uguale al diametro della sua ba- 
se -, quindi il doppio del lato sarà quadruplo del 
raggio della hase ; e perciò anche la superficie ci- 
lindi'ica sarà quadrupla della base . Laonde se ad 
una tal superficie vi si aggiungano le due basi ; 
sarà la superficie cilindrica insieme colle due basi 
' sestupla di una di queste , cioè del cerchio gene- 
ratore della sfera . Ma si è dimostrato, che la su- 

. pcrficie della sfera è quadrupla di questo .stesso 

‘.scp»! cerchio * ; quindi tutta la superficie cilindrica è 
sesqiiialtera di quella della sfera . C. B. D. 
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PROPOSIZIONE XXVII, 

teorema; 

La superficie di un segmento sferico è uguale 
al rettangolo contenuto da una linea retta^ che 
rappresenta la circonferenza del cerchio generatore 
dell intera sfera, e dall altezza di cjueir areo di 
ijuesto cerchio , dal cjuale si descrive la superficie 
del proposto segmento. ^ 

Sia ABC il scmicercliio , die cenerà i,»,, .r ^ « 

cJ .hh«Mo da m, ,ualum,„e fi dellflc’-*' 

ABC la perpeadicol.r. BH 2i 
diametro AC, d.ooli AEBH ,oel «toisegmonto c “ 
colare dal ,„.Ie „ dcacrivo „„ aegm™» arcrie": 
par ,I rettaogolo Zy con, eoo, o dalla XY 3; 
alla circonferenza del cerchio , che ha n 
OA, e dalla XZ uguale alla AH ^ 

ATJ, 1* 1 -m ^ -^*1 ùltczZtk deliba rrrfc 

AB. dico che tal rettangolo ZY pareggi la buLT 
eie del segmento sferico descritto da AEBH. 

Poiché se questo rettangolo non è uguale alla su 
perfide di un tal segmento sferico il on»l • 
ponga minore della mezza sfera ; dovrà pare-iirè 
la sujierfic.e di un segmento sferico la aL ? 

t 

niiiiore , e che si potrà supporre snit„ i . ^ 

5101,0 AOB, cl,' ero ioUo5o d.,l”.rc'o AEB 

Suppongasi in primo luogo uguale n ri . /■ 

5.oric,r go„o„,. d.iivco o riEifidr 

5cnU0 come lU dotto. Si divido 4 

11 ■* 
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inotA l’arco AEB, fincliè le corde degli archi, in cui 
*c.l.2.XIIresla .diviso, uoii loccliino l’altro arco ocA*; e sopra 
una di tali corde AE si abbassi la j’t'pendicolare 
OP, ebe sarà minore di CtA, e cpiiiidi di XZ 5 che 
perciò anche la circonferenza del raggio OP sarà 
c. ]). 3 . jniiiovc di quella del raggio OA *, cioè della linea 
retta X Y. Laonde si tagli tlalla XY la Xj- uguale alla 
circonfeienza del raggio OP,c si compisca il ret- 
tangolo '/jj- , il (piale sarà quanto la superficie , 
che si descrive dalle corde AE , EB , nel rivol- 
p. 23 gei'si insieme coll’ arco AEB intorno ad AO * . 

Or una tal superficie è maggiore della superficie 
P- sferica, che si descrive dall’ arco circolare aeb *: 
quindi anche il rettangolo Zj' dovrà esser maggio- 
re dell’ altro ZY. Lo che non può essere . E perciò 
non jHiò il rettangolo ZY^ pareggiare la superficie 
sferica descritta da un arco circolare minore di AEB. 

Sia perciò un tal rettangolo uguale a (piella super- 
ficie sferica, che vien generata dami altro arco circo- 
lare DEG maggiore di AEB , e descritto come nel 
principio di cpiesta dimostra/.ione si è detto. Si di- 
vida pure un tal arco continuamente per metà, finché 
le corde DF, FG delle parti , in cui si è esso diviso 
*c,1.3.XIluon tocchino 1 ’ altro arco AEB * 5 e si abbassi 
dal centro O comune a c|uesti due archi , la per- 
pendicolare OQ sopra una di quelle corde DE : 
sarà OQ maggiore di OA ; e jierciò la circonfe- 
. lenza del raggio OQ sarà anche maggiore di quel- 

* c. p. 3. la del raggio OA * , cioè di XY' . Laonde si pro- 
lunghi XY in T , finché XT sia ugnale alla cir- 
conferen/.a del raggio OQ ; e prolungata anche la 
XZ in 15 , sicché XB pareggi DII altezza dell’ 
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arco DG , si cotupia il reUangolo RT , il quale ' 
sarà uguale alla superficie , die si descrive dalle 
corde DF , FG rivolgendosi insieme coll’ arco 
DFG intorno al raggio DO * . Ma una tal su- 
perficie è minore di quella , che in questa rivolu- 
zione si descrive dalF arco DFG : adunque dovrà 
Lenanc'lie il rettangolo RT esser minore del ret- 
tangolo ZY . La qual cosa è impossihile . E per- 
ciò non può il roti angolo ZY esser uguale alla 
superficie sferica , che si descrive da un arco mag- 
giore dell’ arco AEB ; si è pur dimostrato , che 
non poteva un tal rettangolo pareggiare la super- 
ficie sferica , che si descrivcrehhe da un arco mi- 
nore di AEB . Laonde dovrà esser quanto quella» 
che si descrive dall’ arco AEB ^ 

Che se il segmento sferico, fosse stato maggiore 
della mezza sfera , cioè quello , che vien descritto 
dal semisegmento circolare CBII maggiore del qua- 
drante 5 è diiaro che la sua superficie , sia anche 
quanto il rettangolo della circonferenza del raggi» 
OA in GII ; poiché essa è la differenza della su-. 
perficie della sfera , e di quella dcH’altro segmen- 
to sferico generato dal semisegmenta circolare 
AEBII, ch'è minore del quadrante; e quindi quan- 
to la diflcrenza de' due rettangiili , che hanno per 
hase comune la circonfei’enza del vagpo OA, c per 
altezze le CA , ed HA rispettivamente. C. B. D. 

Cor. Paragonando adesso il rettangolo della cir- 
conferenza del raggio OA in AC , il qual pareggia 
la superficie sferica descritta dalla semicirconferenza 
ABC*, al rettangolo della circonferenza dello stesso 
raggio OA in AH , i] quale è quanto la porzione 
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(li superficie sferica descritta dall’ arco circolare 
p. 2^. AEB * ; si vede chiaramente, che avendo questi 
rettangoli per base comune il cerchio del raggio 
OA debbano esser tra loro come le altezze , cioè* 
come OA ad AH. Val quanfo dire, die 

La superjìcie di una sfera stia a quella di un su» 
segmento , conte il diametm della sfera all'altezza 
del segmento . 

fig. 81. Scol. Sia AC il diametro diana sfera, ed ABC 
il semicerchio generatore di essa; sia poi AE 1 ’ al- 
tezza di un suo segmento sferico , cioè di quel- 
lo, clic si descrive dal semisegmento circolare ABEj 
sarà la superficie di una tale sfera all'altra di quel 

* c. prec. segmento sferico, come CA ad AE *, cioè eo- 

♦c2 aoXl*'*® quadrato di CA a quello .di AB * ; o final- 
mente come il cereirio del raggio CA a qiiello del 

* o essendosi dimostralo il 

cer(!hio del raggio CA uguale alla superficie della 

* se.'i. 24. sfera , che dcscrivesi dal semicerchio ABC *5 sarà 

anche la superficie del segmenta sferico descritto 
dal semisegmento circolare ABE, uguale al cerchio 
del raggio AB. Ma nel descriversi H segmento sfe- 
rico dal semisegmento cii-colare ABE, Bestmuo B 
della AB descrive il cerchio , eh’ è base di un tal 
segmento sierico . Laonde . 

La superficie di un segmento sferico è uguale a 
quel cerchio il cui raggio c una linea retta , p/ie 
.si tiri dui vertice del segmento ad un qualunque 
punto della circonferenza della buse di esso. 

Ed è in questo modo , die Arcbimede esibisce 
la «uperfide di un segmento sfciico. 
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PROPOSIZIONE XXVIIL . 
teorema. 

Ogni settore sferico è uguale a quel cono , che 
ha per base quel cerchio, il qual pareggia la su- 
perficie sferica , che termina il settore , e per al- 
tezxa il raggio della sfera . 

Sia AEBO quel settore circolare, che rivolf'en- ^5". 80; 
dosi intorno al raggio OA descrive il settore sf«- 
rico ; ed il cono ZXRY abbia la sua base XllY 
Uguale alla superficie sferica generata in tal rivo- 
luzione dall’ arco AEB , cioè , al cerchio del rag- 
gio AB * , e per altezza la ZM uguale ad OA 1 *sc.p.27, 
dico che questo cono sia quanto quel settore sfe- 
rico . 

Imperocché se non è il cono ZXRY uguale al 
settore sferico , che vien descritto dal settore cir- 
colare AEBO , il qual si supponga per ora mi- 
nore del quadrante j sarà quanto un altro settore 
sferico maggiore di quello , cl>« descrivesi dal set- 
tore circolare AEBO , o pur minore . Sia primie- 
ramente minore , c suppongasi perciò uguale a 
queir altro settore sferico, che si descrive dal set- 
tore circolare aebO minore di AEBO , e costitui- 
to con questo nello stesso angolo AOB. Si divida 
continuamente per metà 1 ’ arco esteriore AEB , 
finché le corde AE , EB delle sue parti non toc- 
chino r arco interiore aeb -, e poi s’ intenda rivol- 
gersi il feiliUneo AEBO iasieiae. col settore cir- 
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colare AEBO intorno al raggio OA . E poicliè la 
superficie , che in lai rivoluzione si descrive dalle 
AE , EB è minore di quella , che descrivesi dali’ 

* p. jg. rarco AEB *; perciò quella superficie sarà rappre- 

sentala da un cerchio minore del cerchio XllY , 
che pareggia questa ; sia questo il cerchio xrj- con- 
centrico ad XllY , e su di esso si descriva il co- 
no deir altezza Ms uguale ad QP , eh’ è minore 
di OA , e cpiìndi ancìic di ;MZ 5 sarà un tal co- 
no uguale al solido , che si descrive dal rettilineo 

* p. 23. AEBO * 5 e perciò maggiore del sctlore sferico 

• generato dal sctlore circolare aebO , ossia del co- 
no ZXRY , che si era supposto pareggiare cjuesto 
settore , Lo che è impossibile . Adunque il cono 
ZXRY non è minore del settore sferico , che sì 
descrive dal settore circolare AEBO . 



Sia perciò maggiore di esso , e quindi uguale a 
quel settore sferico , il quale vien generato dal 
settore circolare DFGO maggiore dell’altro AEBO, 
c costituito nello stesso angolo AOB . Si divida 
continuamente per metà 1 ’ arco DFG , finché le 
corde delle sue parti DF , FG non tocchino l’al- 
tro arco AEB ; e poi s’ intenda rivolgersi il ret- 
tilineo DFGO intorno ad OD; sarà la superficie, 
che si descrive dalle DF , FG maggiore della 
superficie sferica , che vien generata dall’ arco 
ai. -^EB *5 c perciò quella tal superficie sarà rap. 
pi’csentata da un cerchio maggioi’c del ccixhio XRY, 
Sia questo il eerchio SVT , che sujipongasi con- 
centrico all’ altro XRY , e poi su di esso s’ in- 
tenda descritto quel cono , che ha 1’ altezza MX' 
Uguale alla perpendicolare OQ , che dal centro O 
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deir arco DFG si aliLassa sopra una di quelle 
corde DF. E polcliè un tal cono è quanto il soli- 
do generato dal rettilineo DFGO * ; sarà esso cono 
jTiinore del settore sferico , che dcscrivcsi dal set- 
tore circolare DFGO , e quindi dell' altro cono 
ZXRY, che si è sujiposto pareggiare un tal setto- 
re sferico . Lo che è impossibile . Laonde nè pur 
può il cono ZXRY esser maggiore del settore 
sferico generato dal settore circolare AEBO : si è 
poi dimostrato , che non poteva esserne minore, 
Adiincpie gli dovrà essere uguale . 

Che se il settore sferico proposto fosse stato de- 
scritto dal settore circolare ECO maggiore del qua- 
drante : essendo un tal settore sferico la differen- 
za della sfera ,e dell’ altro settore di questa , che 
si descrive dal settore circolare AEBO minore del 
qiiadrantc ; sarà perciò quanto la differenza di que’ 
coni, che pareggia no «questi solidi; o quindi quanto 
il cono , che ha per Base la superBcie sferica de- 
scritta dall’arco BC , e pet altezza la OA. C.B.D. 

Cor. Essendo la sfera , ed' un suo settore ri- 
spettivamente uguali a due coni, uno, che ha per 
base un cerchio uguale alla supcrflcie sferica , c 
per altezza il raggio * , e 1’ altro , che ha per ba- 
se quel 'cerchio , che pareggia la superficie sferica, 
che termina il settore , e la stessa altezza * ; sa- 
ranno perciò quei due solidi , come questi due co- 
ni ; e quindi come le loro basi * , cioè come la 
superficie della sfera alla superficie della porzione 
sferica , che termina il settore ; o finalmente co- 
me il diametro della sfera all’ altezza di una tal 
porzione sferica * . . > 


Lib. 1 
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PROPOSIZIONE XXIX. 

T E O R E ai A . 

Ogni segmento sferico è. uguale ad un cono, che 
tien per base quel cerchio, il cui raggio è V altez- 
za di esso segmento , e per asse la rimanente 
porzione del diamtAro accresciuta del raggio . 

fig. di» Rappresenti ABC il semicerchio generatore di 
una sfera , ed ABE sia quel semiseginento circo- 
lare dalla cui rivoluzione intorno ad AE si gene- 
ra il segmento sferico ; dico che questo segmento, 
sferico sia uguale al cono , clic ha per base quel 
Cerchio , il cui raggio è 1 ’ altezza. AE di esso, 
segmento , e per asse la rimanente parte EC del 
diametro accresciuta del raggio OA . , 

Imperocché essendo il quadrato di AB uguale 
ài quadrati delle AE! , EB , anche il cerchio del 
raggio AB dovrà pareggiare i cerchi, che hanno per 
j.XII. •> * 5 ® perciò il cono , che ha 

per base il cerchio del raggio AB , c per altezza 
la AO , cioè il settore sferico generato dal sello- 
* p. 28. circolare ABO * , dovrà essere uguale :ai due 
coni i quali hanno per basi i cerchi dei raggi 
, c.p.17. AE, EB , e per altezza la medesima AO *; tolto- 
ne di comune il cono , la cui base è il cerchio 
del raggio BE , ed EO n’ è 1 ’ altezza , cioè quello, 
che si dcsci'ive dal triangolo BEO rivolto intorno 
a EO; o pure aggiungendovelo di comune, secondo 
/che il settore cbtolare ABO era «lùiore del qu»- 
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drantc, o pur maggiore; sarà il segmento sferico de- 
scritto da ABE uguale a due coni, dei fjuali uno ba 
per base il cercliio del raggio AE, e per altezza AO, 
c Tallro ha per base il cerchio del raggio BE, e per 
altezza AE . Or poiché AE sta ad EB , come EB 
ad EC ; sarà AE ad EC , come il (juadrato di 
• AE a quello di EB , o come il cerchio del raggio 

AE a quello del raggio EB * ; e perciò il cono , '*2. XII. 
che ba per base il cerchio del raggio AE , e per 
altezza EC , è uguale all’ altro la cui base è il cer- 
chio del ràggio BE, ed AE n’è l’altezza *. Laonde * liJ.XlI 
sostituendo questo cono a quello ; sarà il segmen- 
to sferico generato da ABE uguale ai due coni , 
dei quali ciascuuo ha per base il cerchio del rag- 
gio AE;, ed Un di ossi ha per altezza AO , 1 ’ al- 
tro EC ; .e quindi ad un sol cono , che ha per ba- 
se quel cerchio, c per altezza le EC, ed AO pre- 
se insieme * . C. B. D, * cp. 16 

Scol. In ordine a CE , eh’ è 1 ’ altezza di uno 
dei segmenti in cui resta divisa una sfera , alla 
stessa CE insieme con CO raggio di essa sfera, e 
ad EA altezza dell’altro segmento sferico si ritrovi 
la quarta proporzionale M; sarà, permutando, CE 
ad EA , come EC insieme con CO ad M, e quindi 
come quel cono , che ha per base il cerchio 
del raggio E A, e per altezza EC insieme con CO 
air altro della stessa base , e che ha M per altez- 
za . Ma questo cono sta poi all’altro , che ha per 
base il cerchio del raggio BE , e per altezza M , 
come il cerchio del raggio E A a quello del rag- 
gio EB , cioè come EA ad EC . Adunque , per 
cqualità ordinata, starà il cono la cui base è il 
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cerchio del ragi^io E A, ed EC insieme con CO n’è 
r altezza , al cono che ha per base il cerchio del 
raggio BE , ed M per altezza , come CE ad EC, 
cioè in j’agion d’ uguaglianza . Che perciò siccome 
quel jniinO cono si è dimostralo uguale al seg- 
mento sferico , che si descrive dal semi segmento 
* l.p.25. circolare CBE * •, cosi a questo stesso segmento • 
sarà pure uguale T altro cono , che ha per base il 
cerchio del raggio BE , ed M per altezza. Ed 
ecco come facilmente si ricava dalla nostra esibi- 
zione di un segmento sferico , quella di Archime- 
de , cioè die 

Ogni segmento sferico sia uguale a quel cono , 
che ha la stessa base del segmento , c per altezza 
la quarta proporzionale in- ordine all' altezza dell' 
altro segmento , a questa stessa accresciuta del rag~ 
gio della sfera , e all' altezza del segmento pro- 
posto . 

FINE. 
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I L cerchio , eh’ è dopo le figure rettilinee la 
più semplice, era naturale, che dovesse eccitar su- 
bito dopo queste la curiosità dei Geometrì in cer- 
carne la misura . Sapendo già essi , che di 

un poligono regolare iscritto in un cerchid^ra u— 
guale al rettangolo del suo perimetro nella met2 
della distanza di uno de’ suoi lati dal centro del 
cerchio in cui era iscritto ; passando dai poligoni 
iscritti al cerchio stesso , non dovettero stentar 
molto a dimostrare , che il cerchio era quanto il 
rettangolo della sua circonferenza nella metà del 
raggio \ e quindi a ridurre il Problema della qua- 
dratura del cerchio a quello della rettificazione 
della circonferenza . 

Tra i molti tentativi, che furon fatti per la ret- 
tificazione della circonferenza , il primo di cui ci 
sia pervenuta notizia è quello di Diuostrato , 
fì-atcllo del Geometra Meneemo particolar disce- 
polo di Platone . Egli si valse in questa ricerca 
di una curva , che per la proprietà che aveva di 
quadrare il cerchio , fu chiamata Quadiatrice j 
e forse perphè Dinostrato fu il primo a ravvisar- 
vela , fu perciò detta di Dinostrato . E di 
una tal curva si valsero anche a quest’ oggetto 
Kieomede , e molti altri geometri della Scuo- 
la Platonica . Ma questa maniera di quadrare 
il cerchio fu ben presto riconosciuta come poco 
soUdisjacenlc , c poco geometrica j mentre per la 
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genesi di ima lai curva si esigeva iin cerio molo, 
ed una dclcrminala velocità di un punto , la quale 
non polcva esibirsi senza prima ammellere la ret- 
tificazione della circonferenza; e volendo ottener tal 
curva geomelricamenle , bisognava ricorrere a quei 
luoglii, che gli antichi dicevano alla superficie; o pur 
descriverla per mezzo di mia linea spirale descrit- 
ta in^^p piano: e 1’ una, e l’altra di queste conside- 
razion^Wa molto vaga, e poco conducente alla vera 
soluzióne del Problema : esse non erano però di- 
spregevoli , uè Io sono tuttavia , avendo dato luo- 
go alla scoperta di una proprietà importante della 
quadralrice . In generale gli sforzi , ed i tenta- 
tivi di un vero geometra, se non lo fanno riuscire 
in quello, che cerca, non sono però mai perduti, 
ed infruttuosi. 

II Problema della quadratura del cerchio era 
dunque ai tempi di Arcbimede ancora tra le co- 
se desiderale dai Geometri ; ed è perciò che 
quest’ uomo sommo , dotalo di un Ingegno fallo 
per eseguire tutto ciò, eh’ era nuovo , ed arduo , 
avendo intrapreso a risolverlo , diede il primo , 
con una destrezza singolarissima per quei tem- 
pi , un approssimante rapporto dol diametro del 
cei’cliio alla circonferenza, e del cerchio al quadralo 
circoscritto ad esso. Il primo di tali rapporti, del 
quale molti si avvalgono in pratica, anche a di no- 
stri , perchè proposto in termini ristrettissimi , è 
quello di jr a aa; e l’altro, che deducesi facilmen- 
te dal primo , è quello di ii a i4 . Non vi man- 
carono però anche in quei tempi felici per la Geo- 
metria molti , che indegni affatto del nome di Geo- 
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metin , pretesero di aver ritrovato in diversi modi 
r esatta quadratura del cerchio . Ed i loro para- 
logistici ragionamenti, die non ci sono per Iniona 
f^tnna j’tivenuti , jiossono scusai’e alquanto i 
tempi nostri , nei quali di questi falsi quadratoli^ 
appena iniziati nella Geometria , spesso spesso se 
nc schiudono . 

Chi desidera una completa, ed insieme dilettevoi * 
notizia delle varie ricerche sulla quadratura del 
cerchio potrà leggere un Opuscolo del Sig. Mon- 
tucla , che trovasi anche inserito nella fine del se- 
condo volume della sua Storia delle jMatematiche, 
edizione del 1792. Per me basta solamente 1 ’ av- 
vertire , che dal Wallis in poi , tutti i sommi 
Geometri Moderni, tra i quali il Newton, il Leib- 
nitz , Giacomo Gregory , ed Huyghens , si so- 
no occupali ad escogitare dei metodi ingegnosis- 
simi , jier approssimare nella maniera più gran- 
de possibile la circonferenza del cerchio . E 
che Lagny portò quest’ approssimazione sino a 
farla differire dalla vera circonferenza per me- 
no di un fratto , il cui numeratore fosse 1’ uni- 
tà , ed il denominatore un numero compo- 
sto di 128 cifre decimali •, in modo tale che, co- 
me si esprime il Signor Montucla , 1 ’ errore su di 
un cerchio del diametro cento milioni di volle 
maggiore di quello della sfera delle stelle lisse , 
supponendo la parallasse dell’ orbe terrestre sola- 
mente di un secondo , sarebbe più bilioni di bi- 
lioni di volle minore del diametro di un capello . 
^approssimazione , che spaventa , e della quale 
non avendosene alcun bisogno in pratica , non 
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serve ad altro , clic a provare 1’ estrema pazienza 
di quello, clic se u’era occupalo , c 1’ attività del 
metodo, die glid' aveva fatto otteiiere. Contuttociò 
r Eulero ha mostrato co’ suoi metodi , che 1’ ap^ 
pi-osslmazione del Lagny poteva spingersi anche più 
oltre, ed ottenersi con arliiizj di calcolo anche più 
attivi . E ciò è sufliclente a far conoscere , con 
• quanto poco huon scuso tanti a giorni nostri , 
perdono inutilmente il loro tempo in paralogisti- 
che ricerche sul Pioblcma della quadratura del- 
cercliio . 

Senza però ricorrere ai Metodi proposti dai 
sommi Analisti Moderni , i quali implicano del- 
le ricerche sulle serie , mi sono attenuto in que- 
sto Libro della Misura del Cerchio al metodo di 
Giacomo Gregory , ricavato dai soli principj di 
Geometria , e condotto a line con ovviissime opc- 
jazioni Aritmetiche 5 poiché un tal metodo è mol- 
lo semplice , c facile , e dà un’ approssimazione 
per gli usi px'atici più che sulUciente , ed esatta . 
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D.E F t N ! Z i O M t 

1- HA iìgura cnrTlIine» si diri essersi quadra-^ 
fa , se ella per meazo ili una geometrica costru- 
zione è trasfoimata fu un’ altra rettilinea . 

Poiché a ^uest' ultima figura può sempre esi- 
hirsi un quadrato uguale * . 

a. E ii dirà rettificata una curva, se eoo geo* 
metriche operazioni si rinvenga una linea retta, 
che la pareggi . 

Scol. La quadratura di uno spazio curvilineo 
è o esatta , o per approuiqiaxione . Si dice esat- 
ta allorché la figura rettiliaca pareggia lo spa- 
zio curvilineo a rigor geometrico, e senza averne 
trascurata veruna, ahhenché nunima, quantità ; e«l 
è per approssimazione quando si rinviene una fi- 
gura rettilinea , che differisca dallo spazio curvi- 
lineo per una quantità piccolissima , e per. coi^se- 
gueuza trascurabile . E lo stesso deve dirji con- 
venevolmente per la rettificazione di una curva , 
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L E M M A I. 

Ogni polipolio di un numero pari di lati u> 
guati iscritto in un cerchio , é medio proporzionale 
tra queir altro poligono regolare iscritto nel cer- 
chio stesso , che ha la metà di lati , ed il poligo- 
no circoscritta simile a questo , 

JS' Sia DB il lalo di iin poligono di un numero 

pari di lati uguali , iscrìtto nel cerchio DEE -y e 
da un estremo D dell’arco' DB si abbassi sul rag- 
gio OB y che passa per 1’ altro estremo , la per- 
pendicolare DF , la qual si produca sino alla cir- 
conferenza in E ; sarà T arco BE uguale all’ arco 
* SOiTIL BD * ; e quindi la DE dinoterà il lalo di quel 
Jjoligono regolare iscrìttibile nel cerchio DBE , che 
ha la metà di lati del già iscritto . Finalmente per 
lo punto B si tiri ad un tal cerchio la tangente 
ABC , la quale si arresti ai raggi OD , OE, che 
passano per gli estremi dell* arco DBE j sarà que- 
sto il lato del poligono circosorittibile al cerchio 
DBE , simile all’ iscrìttibile del Iato DE y la 
qual Cosa può facilmente rilevarsi dal Lib. IV. di 
Euclide . Or io dico, che i poligoni i quali hanno 
per loro lati le DE , DB , AC sieno continua- 
mente proporzionali . 

E poiché i triangoli DFO , ABO sono rispetti- 
Tamente uguali agli altri OFE , OBC ; perciò sa- 
ranno essi ti'iangoli DFO , ABO le metà degli 
altri DOE , AOC . Laonde dividendosi i poligo- 
ni , che hanno 2>er lati le DE , AC in tanti tri- 
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«ngoli , come DOE , AOC , quanti sono i loro 
lati 5 si divideranno per conseguenza in lauti ti-1- 
angoli , come DFO , ABO , quanti ne dinota il 
doppio numero de’ lati di essi , cioè il numero di 
quelli del poligono' del lato BD. Ma lo stesso n»i-« 
mero di volte si contiene anche il triangolo DOB 
in quest’ ultimo poligono. Adunque i triangoli 
DFO , DOB , ABO sono tre grandezze, delle qua-' 
li ne sono ugualmente mulliplici rispettivi il poli- 
gono del lato DE , quello del lato DB , e 1’ al- 
tro del lato AC : c perciò questi poligoni saran- 
no' ti*a loro' come quei triangoli-*. Or il triango- 
lo DOF sta all’ altro DOB , come la Base OF alJ 
la Base OB, per essere uguàhnente alti *; e quin- 
di come OD a OA' *; ’cd in questa stessa ragione 
è pure il triangolo DOB al triangolo BOA , per 
aver essi' il lóro vertice comune in B ; che perciò^ 
il triangolo DOF starà al triangolo DOB , come 
questo* triangolo DOB all’ altro AOB , cioè i tre 
triangoli DOF , DOB , BOA saranno continua- 
mente proporzionali j e quindi anche continua- 
mente proporzionali saranno i poligoni , che han- 
no ‘rispettivamente per lati le DE , DB, AC , i 
quali si sono dimostrati proporzionali ad essi 
triangoli DOF , DOB y AOB . C. B, D. 

.Aih . • ' - ■ 
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L E M M A II. , 

1 

Ogni poligono di un numero pari di lati u- 
guali , circoscritto ad un cerchio , è quarto pro~. 
porzionale in ordine alla somma de' due poligoni 
iscritti in questo cerchio , V uno situile al già cir- 
coscritto , e V altro , che ha la metà del numerai 
di lati , al doppio di questo , cd all', altro poligona 
circoscritto ^ che, gli è simile . : i , . > ; ■ 




« 3. VI. 


. Sì snppb^gR fatto lo stesso apparecchio del Lem- 
ma precedente , e sieno DII , DE i lati dei due 
poligoni iscritti nel cerchio DJBE , cd AG un lato 
di quel poligono circoscritto eh' è simile all' j- 
scritto del lato DE ; e di più si tirino al cerchio 
DBE , per gli punti D , E , le tangenti DL , EH; 
sarà LH il lato dell' altro poligono circoscrittq 
simile all' iscritto del lato DB , ' cioè sarà< LH 
il lato di quel poligono regolare circoscritto al 
cerchio DBE ^ che ha doppio numero di lati del 
già circoscritto . Or io dico , che questo poligono 
del Iato LH sia quarto propoi-zionale in ordine 
ai due poligoni iscritti , cioè quelli , che hanno 
per lati le DB , PE ; al doppio di questo del la> 
to DE , ed al poligono circoscritto del lato AC . 

Si congiunga OL . E poiché i due triangoli 
LDO , LBO hanno lutti i loro lati uguali ; per- 
ciò essi saranno anche uguali , e l' angolo DOB 
resterà hisegato dalla LO : per la qual cosa starà 
AO ad OB , o pure OD , come AL ad LB * . 
Ma AO sta ad OD , come il triangolo ABO al 
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triangolo DBO *, o pure come questo triangolo * i. VI. 
D130 all’ iiltro DOF * \ od AL sta ad LB , come * 1. prec. 
il triangolo AOL al triangolo LOB *. Adunque * i. VI. 
starli il triangolo DBO al triangolo DOF, conte 
il triangolo AOL all' altro LOB : e componcncloi 
i due triangoli DBO , DOF staranno al triangolo 
DOF , come il triangolo AOB al triangolo LOB . 

Ala il triangolo DOF sta al suo doppio , come il 
triangolo LOB al doppio di esso * , cioè al qua-< 
drilatcro DOBL . Laonde le tre gi-andezze, cioè 
i due triangoli DOB , DOF insieme , il triangolo 
pOF, cd il doppio di questo stesso triangolo DOF 
Sono in ordinata ragione con tre altre grandeaze « 
cioè col triangolo AOB , col triangolo LOB , c col 
quadrilatero DOBL 3 c quindi , per cqualità^ dovrà 
stare il triangolo DOD insieme coll’ altro DOF al 
doppio di esso DOF , come il triangolo AOB al 
quadrilatero DOBL . Per la qual cosa , essendosi 
dimostrato , che 1 poligoni i quali hanno per lati 
rispetlivamente le DB, DE, AC sieno ugualmente 
multiplici dei triangoli DOB , DOF , AOB * ; e*diui.l.pr. 
potendosi facilmente dimostrare , che il poligono ‘ 
del lato LH .sia pure ugualmente multiplice dei 
triangolo LOH , e quindi del quadrilatero DOBL, 
che a questo triangolo è uguale , per essere am- 
Ledue doppi dello stesso triangolo LOB ; ne se- 
^e , che dovendo aver luogo tra gli ugualmente 
multiplici la stessa proporzione , che tra le par- ^ 
ti *, debba perciò stare il poligono del lato .DB 
insieme con quello del lato DE al doppio del po- 
ligono del lato DE , come il poligono dei iato 
AC al poligono del lato Lli . C. B. D. j 
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PROPOSIZIONE I. 

* * ' i * 

TEOREMA. 

. ■ ' I . 

Se si prenda per unità il raggio di un cer-> 
chiù ; un tal cerchio , con un' approssimatione di 
meno di una diccimilionesima , sarà espresso da 
3 f 141^936 quadrati del raggio . ■ ' • ■ 

• i . 

Essendosi preso per’unltà.il ragsdo del cerchio J 
il quadrato del raggio dinoterà 1' unità quadrata ^ 
delia quale , nc farò doppio il quadrato iscrìttcr 
nel cerchio , e quadruplo il circoscritto . Quindi 
se tal unità quadrata si -concepisca divisa in 

1.0000000 dt parti uguali ; il quadrato iscritto in 

un tal cerchio sarà espresso da 2,0000000, e ’l. cir- 
coscritto da . E trovando aritmetica- 

mente un medio jiruporaionale tra i due numeri 

3.0000000 , e *4,0000000 j un tal medio proporzio- 
nale , ch'é 2,8284371 esprimerà in quadrati del 

* 1. l. raggio l’ottagono iscritto *. Ed il quarto propor- 

zionale 3,3187085 in ordine alla somma di que* 
numeri , che si è poc’ anzi veduto rappresentare 
P ottagono , e *1 quadrato iscritto , al doppio di 
questo , ed al niuuero , che esprìme il quadrato 
circoscritto , dinoterà anche in quadrati del rag^ 

* J- 3. r ottagono circoscritto *. Similmente passando, col 

mezzo dei due precedenti Lemmi , dall’ ottagono 
iscritto, e circoscritto ad un tal cerchio, prima alla 
figura di 16 lati iscritta , e poi allacircoscritta , e 
così continuando successivamente, si troverà esser 
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la fiQ.di 16 lati 

iscr , 3 ,o 6 l 4674 j« 

la ciVcosc. 3 , 1825979 

82 

3,1214452 

3,1517249 

64 

3, 1365485 

3,i44i 184 

128 

3 ,i 4 o 33 i i 

3,1422236 

?56 

3,1412772 

< ■ 3,1417504 

5 i 2 

• < 3 ,i 4 i 5 i 38 

' 3 ,i 4 i 632 i 

1024 

3,1415729 

3 , 141602S 

2o4B 

3,i4i5877 

3 ,i 4 i 595 i 

4 o^ 

3,1415914 

3 , 1415933 

8192 

3,1415923 

3,1415928 

i 6384 ^ 

3 , 141^925 

3,1415927 

32768 

3,1415926 

3,1416926 , 

Donde chiaramente apparisce , 

che le due figure 


ciascuna di 32768 lati uguali, una iscritta , e 1’ al- 
tra circoscritta al cerchio , fino alle loro parti 
diecimilionesime non si differiscono afTalto tra lo- 
ro, essendo espresse dallo stesso numero 3,i4i5<)a6j 
ond’ è , che. la loro differenza dovrà consistere in 
parti più pìccole di uija diecimilionesima del qua- 
drato del raggio . E perciò anche il cerchio , eh* 
è medio tra queste due figure dou à essere espres- 
so da 3, quadrali del raggio . C. 5. D. 

PROPOSIZIONE II. 

teorema. 

Un cerchio sta al ijuaJrato del suo dìametra 
come 3,1415926 a 470000000 . 

Essendo i cerchi come i quadrati de’ diametri *; * a.XII. 
st^rà , permutando , uù cerdiio al quadrato del 
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sno diametro , come un altro cercliio al quadrato ' 
del diametro suo . Ma nel teorema pi’ecedente una 
tal ragione per lo cercliio del raggio i si è tro- 
vata esser quella dì 3, 141^926 a 4)00ooooo : poi- 
ché cran questi i numeri , che si è veduto cspi*i- 
niere il cerchio, ed il quadrato del diametro . 
Laonde questa stessa dovrà esser la ragione di un 
qualunque altro cerchio al quadrato del suo dia- 
metro . C. B. D. 

I 

PROPOSIZIONE VI. 

T S O R K H À . 

Il diametro di un cerchio , sta alla sua cir- 
tonferenza , come 1 a 3,i4i59^6. 

Imperocché essendo il quadrato del diametro 
duplo del rettangolo del diametro stesso nel rag- 

* li VI. gio * ) sarà quadruplo del triangolo rettangolo , 

che ha per lati intorno all’ angolo retto un tal 
diametro , c il raggio j poiché questo triangolo é 

* 34. I. autho metà di quel rettangolo * . Adunque stara 

questo triangolo al quadrato del diametro , come 
1 a 4 • Ma è poi il quadrato del diametro al cer- 
chio come 4)0000000 a 3 , i4i5925 . Laonde , per 
equalità , quel triangolo starà al cerchio , ossia ad 
un altro tiiangolo rettangolo , che ha per lati intor- 
*3. A rch.no all’ angolo retto la circonferenza ed il raggio *, 
come 1 a 3,141^936 . Che perciò essendo questi 

* 1. VI, triangoli come le hasi * ; starà anche il di|metro 

alla circonferenza , come 1 a 3 , 1415926. C.B.D* 

FINE. 


I 
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CRITICHE E geometriche 

> 

SULL’ UxXDECJMO E DUODECIMO LIBRO 

DEGLI 

ELEMENTI bi EUCLIDE 

Le quali rendono ragione de’ CASIBIAMENTI , CHE 1 N 
QUESTA EDIZIONE SI SONO FATTI NEL TeSTO GrECO , 
O PURE CONTENGONO DELLE OSSERVAZIONI IN ALCUNE 

Proposizioni . 

Seguile da alcune altre riflessioni sul nostro liLro del- 
la SFERA E DEL CILINDRO , 6 Sull’ altro DELLA MISURA 

DEL CERCHIO , col coiifi'onto di questi con quelli ori- 
ginali di ARCHIMLDL . 
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ALLA DEF. iX. m;L LID. X f. 

Questa Jefìiiizioiie nel 'l'eslo (Jjeco è 
ma del ii..ed è prere<hila da ejiielJa de’ so- 

lidi EÌmili , e de^di uguali e shnili . A'oi a J.d.'i.ino 
dovuto invertire un tal «irdriie per jn eim l!ei !a a 
queste, in cui ne aLIjisnijnaTiinioj ne nediamo di 
. esserci , così taceiido , alloiitiiiiaì i d.d vero nielud > i 
di Euclide, fu efi’elto nel Libro >. de’^li Elementi 
di questo Geumctra .-.i Irov.a la definizione dei!' aii- 
{jolo jiiano prcniossa a quella delle ligure reltili!\ee-, 
qu-nnlunque in JeCnir queste non si dovesse t - nei- 
« enio <tei;li angoli . E jicrcliè non avrebbe <•^11 
tiovulo sciì;are Io stesso ordine nel Libro ii.? Se 
diiuq’.’o questa def. del In'b. ii. si trova posjio- 
.s|a a quell.i delle figure solide , abbiamo tutto il 
fondamento di credere esser ciò avvenulo por cau- 
sa degii auticlii espositori , i quali lianiu) in j;i!l- 
b; luoghi corrotto il Testo di Eucl.'de . La no- 
stra definizione è poi diversa un jioco dalle due , 
seguenti, epe si trovano nel Testo Greco, c tifile 
quali ci c sfipbrata essere j>iù jirecis^ . 

EKF. 7vl. LIE. XI. E UCL. 

Sol.iiìif arf^itliis esr p'arium cjuani iluunim /irtc.i- 
rum , fjruic .se fc contingant , et non. in cndorn sin; 
.'uperfu'ie ^ ad om.nes iincas inclinutio , Vcl s-d. 'd is 
a7iguiti<! est (jiii pluribus qncirn dnalm/t f^lanis </ ;- 
gulis corri prelienJ.'/iir , nun exisìcniihns in C 'uc-;i 
plano , et ad unum punclnm conatiluiis . 


I 
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Inoltre la nostra definizione , contiene anche 
espressa la condizione , che i lati doli’ angolo so- 
lido sicno linee rette \ il che, non si .trova indica- 
to ncdle definizioni attribuite ad Euclide , e che 
tutti i suoi Comenlatori Jianno rilcniilc ; e si sa, 
che olire questi angoli solidi la Geometria non 
ne consid.ra altri . 

ALLA nCF. X. DEL LIB XI. 

Nel Testo di Euclide una tal definizione , eli’ è 
la y , si trova fatta nel seguente modo 

DEF. IX. Lll). XI. El’CL. 

Similes fìgurae solulne sunt , qiiae similibus pla^ 
nix rniilt Ululine eequulibus continentur . 

Or ilalla nozione che si è già ricevuta della si- 
militudine nel G. libro per le figure piane , e che 
in questo luogo deve corrispondere a quella che se 
ne dà per le solide, si rileva, che queste dovrebbero 
divenire identiche (^uguali, e simili), sol che i piani 
i quali si suppongono simili si facefano anche ugnali; 
cioè sol che si supponga, che due lati omologhi di 
due dì esse figure simili sieno uguali : il che suppoi’- 
rebbe , che gii angoli solidi contenuti dallo stesso 
minierò di angoli piani rispettivamente uguali , e 
similmente disposti sicno necessariamente uguali ; 
la qual cosa doveva esser dimostrata, c non assunta: 
molto più , perchè non essendo generalmente vera 
questa proprietà degli angoli solidi , poc’ .inzi del- 
ta , come sarà dimostralo nella nota alla Prop. A 
di questo libro , si poltya giustamente dubitare , 
che forse d'ala siinililiuline delle figure solide non 
si pacsasso ali’ uguaglianza loro, col siijjpai'ic, che 
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ì piani i quali terminano esse figure , divenissero 
ugnali-. E da ciò si vede , che la definizione rap- 
portata negli Elementi di Endide per le figure so- 
lide simili non sia completa , e che per lenderla 
tale bisognava necessariamente aggiugncrvi , come 
dal Simson , e da noi si è fatto, l’altra condi- 
zione , che gli angoli solidi corrispondenti sieno 
uguali . Che anzi una tal condizione si rende an- 
che necessaria , affinchè 1’ idea di similitudine già 
data nel Lib. 6 consenta con quella , che se ne 
dà in questo luogo . Or in quel Libro , per le fi- 
gure pia'ne si richiedeva , che oltre alla proporzio- 
nalità de’ lati , fossero anche uguali gli angoli cor~ 
rispondenti di tali, figure ; ed in questa si doveva 
perciò esigere , che oltre alla similitudine de’ pia- 
ni , che terminano le figure solide , fossero anche 
ugnali gii angoli solidi di esse . 

ALLA DEF. XI. DEL LIB. XI. 

Dalla precedente noia si rileva chiaramente , 
che la seguente enunciazione di Euclide : Aeqtiales 
c/ sintiles figurae solidae sunt quae xiniilibus planis, 
rnuìtitudine , et magnitudine aequaUbus continentiir ^ 
non possa esser mai una definizione , come vico 
rapportata nel Testo Greco ,.ov’ è la io del Lih. 
Il ^ ma che sia un Teorema da dimostrarsi vci'o, 
o falso . Eoberto Simson crede , che Teone , o al- • 
tro antico editore , siasi fatto ingannare da una 
falsa evidenza , e di una proposizione ne ahtia 
fatta una definizione ; e molto a proposito sog- . 
giugne : Quamvis igitur verti/n esset J/gtirus soéidas 
qiire sirnt'.ibiis planis , inultitudiuc , et mugniludiae 
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oquaìihuf contincntur , intcr se aquales esse . me- 
rito tcmn'H cul/jaìutiis est is , qui ex iure propo'^itio- 
14C dcmoristrcinda dcjinitioncm fcvit . E f(iU‘?*o ra- 
{>ionairicii(o flcl Siirison ^ ieii comprovato dalla slrs- 
so I’’iicli<l(; ; D)fn1re rfiicsl.’ accurato Geometra ne’ 
suoi l^lcnieiili l’iaiii diinostcò , e non assunse , che 
dite li'ian^oJi i quali hanno i lati r speltivamcnte 
n^iidli sieno Uf'iiali ; e se troviamo per prima de- 
finizione del Lil). 3 , che cerchi uguali sono quel- 
li , che hanno uguali raggi ; ciò niente può pro- 
vare in favor di coloro , die hanno ritenuta nel 
Libro 11 . la def. io. ( Vegg. la Nota alla def. i. 
lib. 3. ) • -Ma ha poi ragione il Siinson di eseJa- 
jiiare.^ Qubl autem diccudum si harc prnpositio non 
• vera sit !’ nottue couftleridum est Geornetras per 
miUe ferccntos unno., in hac re elementari decqptos 
fiiisse i’ La maniei'a nella quale egli .si sforza di 
provarlo , sclibcuc coiiciudcnlc , è pure una sot- 
tigliezza aliena dalla purità geometrica , e da quel- 
la scniplicilà , che deve porsi negli Elementi di 
questa scienza . Del resto una tal qidstlone nou 
contribuisce per niente al nostro .scopo di render 
gli Elementi di Euclide senza neo; c' perciò noi 
la tralasciamo . 

AI.I.E iiErr. XVI/I , F. XXT ■DEL Lli. XI. 

fibiunqiic sa , die le cose , ebe si contengo- 
no* in un libro elcnicnlaie «li Geometria non 
debbono c.sscr mai più generali dell’ applicazione, 
ebe jicvc farsene , e die quindi le definizioni «Icb- 
]iono essere ad esse proporzionale ; non dimande- 
rà certamente , perchè mai hlu- b.lc abliia definito 
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pavlicolarmente il cono , ed H cilindro , cioè il so» 
lo cono , e cilindro , che , data la definizione gene- 
rale di questi solidi, si direbbero retti. Ed ognu- 
no, che per poco è versato nelle cose geometriche 
sa bene , che le poche verità , che si contengono 
nel Libro 13. circa il rappòrto di questi solidi , so- 
no le sole , delle quali occorre servirsi nell’ inte- 
ro Corso delle Matematiche : che perciò , sebbe- 
ne esse si appartenessero ugualmente al cono , ed 
al cilindro in generale, e che il rilevarle sì gene- 
ralmente , che particolarmente sia lo stesso , come 
potrà vedersi presso Clavio e Conunandini ; pur- 
tuttavia Euclide , per ragion di metodo , e per 
una certa semplicità elementare , si contentò dimo- 
strarle per lo cono, e per lo cilindro retto solamen- 
te : e qiiindi non dovè dare , ebe le definizioni di 
questi solidi , e non già quelle del cono , e del ci- 
lindro in generale . Di più 1’ aver ritenute per 
questi solidi le definizioni Euclidee , com’ era con- 
veniente, per ciò che poc'anzi si è detto, ci ha an- 
che proccurato l’altro vantaggio di non essere stati 
obbligati nel Libro sulla Sfera e sul Cilindro ad ag- 
gìugnere, ogni volta, che si è parlato del cono, eccet- 
to che nella Prop. i4. , la condizione eh’ esso sia 
retto , cioè isoscele , come lo chiama Archimede; 
mentre le verità eh’ egli dimostra per questo soli- 
do', ad una tal sola sua specie , e lion già al cono 
All generale , si appartengono . 

ALLA PBOP. II. DEL LIB. XI. 

« 

Nel Testo di Euclide la prima parte di questa 
Proposizione si trova enunciata nel seguente ‘ 
modo ; Ogni triangolo i in un piano . Or non 
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essendo conccpinile f cìic Euclide abbia voluto in 
questo luogo dimostrare ciò j ' che aveva assunto 
ne’ primi sei Libri 5 bisogna supporre , che tal 
Prop. sia stata da taluno mutata, e viziata : die 
perciò noi ad imitazione del Simson abbiamo cam- 
biata quell’enunciazione in quest' altra: Tre pun- 
ti ,’c 7 (e non sticno per dritto , sono in un piano , e 
per la dimostrazione di una tal verità ci siamo 
serviti eli quell’ istesso semplicissimo ripiego , del 
quale si era avvaluto il Simson . 

ALLA PrOP. hi. del Lin. XI, 

* 

Questa Prop. si trova dimostrata ne' nostri Ele- 
menti in una maniera diretta , ed anche più sem- 
plice di quella di Euclide . 

ALLA Prop. vii, bel un. XI. 

Questa Prop. è stata senza dubbio intrusa nel 
Testo Greco da qualche antico espositori , per 
un mal’ inteso rigore . Imperciocché la verità , che 
in essa si dimostra , cioè che ; La linea retta che 
unisce due punti presi in due linee rette parallele , 
cade nel piano di queste, o eh’ è lo stesso, che: La 
linea retta che unisce due punti presi in un piano, 
cade nel piano stesso, è compresa nella natura del- 
la linea retta , e del piano , ed è stala varie vol- 
te as.sunta dallo stesso Euclide ; del che potrà 
vedersene »in esempio nella Prop. .'o Lib. I. E 
ciò mostra chiaramente , eh’ Euclide non credè 
i;ini necessario il dimostrarla . 

Inoltre la dimostrazione di una tal Pi'op. 7. « 
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fondala sulla 3 . del libro slesso , nella quale ben 
due volte si assume da Euclide ciò , die nella 
si vuol dimoslrai’c ; c lo stesso si trova anche as- 
sunto nella dlmoslrazione della Prop. G. 


ALLA Fnor. XX. DEL LIB. XI. 


X’el principio di questa dimostrazione si trova fig- 18. 
nel Testo Greco : » ma se non lo e , sia IJAC il 
maggiore » . Or siccome 1 ’ angolo BAC juiù essere 
uguale ad uno de’ rimanenti , si é perciò da noi , 
e dal Simson detto « ma se non lo è , sia 1 ' an- 
golo BAC non minore di uno qualsivoglia de" ri- /■ 
manenti ; maggiore però di DAB . • 

ALLA Paor. XXl. DEL LlB. Xl. 


È qui a proposito il far rilevare , die non 
possono costituirsi altri angoli solidi con angoli 
piani di figure rettilinee regolari , che cinque so- 
lamente . In latti dagli angoli piani del triangolo 
equilatero si possono costituire tre angoli soli- 
di diversi , combinandone insieme tre , quattro , 
o cinque ; perchè fino a questa somma si ha sem- 
pre una quantità minore di quattro retti 5 mentre 
da sei in poi tal quantità si fa uguale a quattro ret- 
ti , o maggiore . E chiaro ancora , che dagli an- 
goli del quadrato non possa costituirsi , die sem- 
plicemente queir angolo solido , eh’ è contenuto da 
tre di essi ; c si jiolrà pure costituire un angolo 
solido con tre angoli del pentagono regolare in- 
sieme presi •, poiché questi fanno meno di quattro 
retti . Al contrario non se ne potrà cosliluire uno 


* 
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tla Ire angoli dell’ esagono regolare , che fanno già 
quattro retti ; e mollo meno se ne potrà ottenere 
^ uno con tre angoli dell’ ettagono regolare, o di 

altra figura regolare di maggior numero di lati. 
Or il primo de’ cinque suinmentovati angoli è 
quello del tetraedo j il secondo dell’ ottaedro ; il 
■‘erzo deir icosaedro , che , come si detto nelle de- 
finizioni , e aq del Lib. ii. , sono figure 

solide terminate da triangoli equilateri . Di più 
]' angolo solido compreso da tre angoli retti si 
app.artl<!ne al cubo , ed al dodecaedro quello , eh’ 
é contenuto di tre angoli del pentagono regolare. 
Ma eccoiie di queste cinque figure solide un’ ele- 
gante costituzione , ricavata dal Lib. i3. degli E- 
lemonti dello stesso Euclide . 

LEMMA I. ( Paop. 4- Ln. XIII. Evcl. ) 

Se una linea retta sia divisa, in estrema e me- 
dia ragione ; i quadrati della tutta , e della parte 
minore souo tripli di quello della parte maggiore , 

f.g. 1 . S ^‘^***'‘ divisa in C , come si è detto ; 

sai’à il quadrato di AB insieme con quello di BC 
uguale al doppio rettangolo di AB in BC insieme 
7* col quavlrato di AC * : ma il rettangolo di AB in 
HC ('• uguale al quadrato di AC ; e quindi il dop- 
pio di quello ai doppio di questo . Dunque ii 
qun<lr.?lo di AB ijisienie con quello di BC è tri» 
pio del quadralo di AC. C. B. D. 

LE.MMA II. ( Phop. 5. lib.* XIII. Eucl. ) 

Se una linea retta si divida in e', trema , e media. 
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,v/-/onf , e ,.oi sU pcra‘n/:J il maggior 

tegtnctUo : l' inUra lineo reita sarò anche drAsa 
*in estrema , e nicdia.ragione i ed il segmento meggione 
sarà c, nella linea , eie si era fosia da principio . 

Sia k lin-ea retta V> < il’vJ?» hi C in estrema , K. 

c- inedia ragione , e ìirv tlf-Ho ad essa si j enga 
la AD uguale alla A'C. 

E poiché BA Sta ad AC , come AC a CB ; Sa’-à, 
invenfendo , AC a BA , come CB ad AC , e com- 
ponendo BD a BA , come BA ad \C , ossia ed 
€ iJerciò la BD è divisa m'estrema , e inetha jig*o— v 

ne in A, cd AB è il maggior segmento . C. B. D.^ , 

LEMMA III. ( Prop. 12. LiB. XIII. Eucl. ) 

Se in. un cerchio vi s" iscriva un triangolo equi- 
latero ; il quadrato di un lato di questo triangolo 
sarà triplo di quello del raggio del cerchio . 

Sia ABC il triangolo equil.itcro iscritto nel cerchio N. 

ABC , il cui leggio AD si prolunghi in E , e s; 
rmisca la BE. E n dcliè ABC è un lato del trian- 
golo equilatero ìscriilo nel eerchio ABC; sarà 1 ar- 
co IJEC ia ler^a parte lieliri circonferenza t qu:nd'. 
l'arco BE , eh’ è meta di BLC ne dinoterà la S'. ta 
parie ; e perciò k cungiungente BE , essciido^it 
lato dell’ esagono regolare isesòtto in quieto cci- 
t'iùo , pareggerà il raggio AD *. Or II quaJr.ato di 'C. i 
AE , di’ è qiiadnijilo di f[ucllo di AD , ( rondo 
uguale ai quadrati di AB , e BL , saranno que- 
sti anche il quadruplo del quadralo di AD . Pev 
lo eh ‘ se da’ quadrati BE se ne tolgR qucJ,-n 
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di BE , e dal quadruplo del quadralo di AD se 
Ile tolga uno di essi ; dovrà restare il quadralo di 
AB uguale a tre quadrali di AD ; e perciò quel^ 
quadrato sarà triplo dell’ altro ‘di AD . C. B. D. 

LEMMA IV. ( Prof. 7 . lib. XIII. Eucl. ) 

Se tre angoli di un pentagono equilatero sie~ 
no uguali , o che si succedano^ o no ; il pentagono 
sarà equiangolo . 

fis* 4- N. Sicno primieramente uguali gli angoli successivi 
•> in A , B , C del pentagono ABC DE : si condu- 
* «cano le AC , BE , FD . E poiché le due CB , BA 
soijo uguali alle due EA , AB , e che 1 ’ angolo 
CBA è uguale all' angolo BAE; sarà CA ugnale a 
BE , r angolo BCA uguale all’ angolo AEB , e 
r angolo BAC , o sia BAF uguale all' altro ABE, o 
sia ABF*. Laonde, essendo uguali gli angoli BAF, 
ABF , sarà AF uguale ad FB , e per conseguen- 
za*' anche FC sarà uguale ad FE . Adunque essen- 
do CF uguale ad FE , CD uguale a DE , e DF 
comune ; sarà 1 ’ angolo FCD uguale all’ altro FED. 
Ma era anche FCB uguale ad FEA : quindi sa- 
rà tutto r angolo BCD uguale all’ altro AED , c 
perciò questo angolo pareggerà ancora ciascun di 
quelli in A , ed in B . Similmente si dimostra , 
che ad essi sia uguale 1 ’ angolo CDE : dunque 
il proposto pentagono sarà equiangolo . 

Non sieno ora contigui gli angoli uguali; masi 
Bene sicno essi quelli in A , C , D ; si unisra 
BD . E poiché le due BA , AE sono uguali al- 
le due BC , CD , e comprendono angoli uguali , 
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5 nrà la liase BE tignale alla Base BD , 1’ angolo 
AEB all’ ang^o Ci.)B , e 1’ angolo ABE all’ allro 
CBD ; ma è pure 1’ angolo BEO ugnale all’angolo 
BDE 5 poicliè si è dimostrala BE ugnale a BD . 

AJnmpie tutto 1’ angolo AED sarà uguale a tutto 
l’altro CDE , perciò anclic a quelli in A , C ; 
ai quali si dimostrerà sìmilraenle essergli uguale 
l’angolo ABC. Quindi il proposto pentagono è equi- , 

angolo . C. B D. 

LEMMA V. ( Prop. io. lid. XIII. Enei.. ) 

Il (juadnito del lato del pentagono regolare i- , 

scritto in un cerchio è uguale ài quadrati de' lati 
dell' esagono , e del decagono regolare iscritti nel 
cerchio stesso , 

Rappresenti AB il lato del pentagono regolare Jig-S. iV. 
iscritto nel cerchio ACD , ed alla AB si abbassi 
dal centro F la perpendicolare FH , che si pro- 
duca in K , e si uniscano le KB , KA , BF , FA . 
sarà KA , o KB il lato del decagono iscritto in 
un- lai cerchio: finalmente si abbassi su di AK 
la perpendicolare JLM, si unisca KN, e si pro- 
lunghi AF in G . 

E poiclic AB è il lato del pentagono , sollcn- 
dcrà esso la quinta parte della circonferenza , os- 
sia y parti della semicirconferenza ; e perciò se 
si applichi nel semicerchio ABCG la BC uguale 
alla AB , il rimanente arco CG dovrà essere la 
quinta parte della semicirconferenza, cioè uguale ad 
AK. Ma l’arco AK è doppio dciraltro KM; dunque 
anche 1’ arco CG sarà doppio dell’ altro KÌ\I . E 
perciò tutto l'arco BG sarà anche doppio delPaltro 
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EM j e quiiuU anche T angolo EFG dovrÀ es- 
ser doppio deir aUro EF;M . Ma nn tal angolo 

* 20 . III. Gl’E è j)iir doj)jìio dell’ angolo FAB * ; perciò 

sarà r angolo BTN ugnale all’ altro HAF ; ed i 
triangoli BI^A , BFjV , die hanno i già delli angoli 
ngM.iìi ; e r angolo ABF di coinmic , saranno equi- 
angoli , e pei'ciò siiaili . l-aomle sftiA AB a BF, co- 
me liF a UN ; ed il reltangolo ABN pareggerà il 

• 16 .VI. qtndiato di EF *. Or poiché AL è ugnale ad LK, 

e la NL è comune , e perpendicolare all.» KA ^ sa- 
Tu ivN uguale ad NA , e 1' angolo LKN andie 
ugnale all’ altro LAN . Ma 1’ angolo LAN è n- 

• jII’ angolo KBN * ; perciò aiicbe 1' angolo 
LKN sarà , uguale ‘a KBN : è poi 1’ angolo NAK 
comune ai due triangoli AKB , AKN ; dunque il 
triangolo AKB è equiangolo all’ altro KNA , c 
perciò EA sfa ad AK , come KA ?d AN ; cd il 

f: ' rellaugolò EAN sarà uguale al cpiadralo di AK . 

. laonde essendosi già dimostrato il rettangolo ABN 

Ugnale al quadralo di BF ; 1 due rettangoli ABN, 
BAN insienic presi, cioè il quadrato di AB, pa- 
JYggerà i qiiaiirati di BF , e di AK . C, II. D. 

PROF. I. PllOBL. ( I'kop. lì. EIB. XIII. Euce. ) 

Cosd/uire un tetraedo . 

j'ig f; Si esponga una nuahinque retta A.B , dalla quale 

* y. VI. se ne tagli la lei /.a j>ai !f BC *; poi si desi;ri' a su di 

essa il semi* errino ADB , nel quale si tir. la FD 
perpendicolare al diametro . Ciò posto si esponga 
il cerchio EFG , che ahhia per raggio una retta 
uguale a CP, e descritta in esso il triangolo cqui- 
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atero EFG si elevi dal eeolro II la HK perpemli- > 

colare al piano del cerchio , ed uguale alla AC j e 
finalmente congiungansi le KE , KF , RG ; dico 
che la piramide EFGK sia un tetraedo . 

E poiché la KH è perpendicolare al piano EFG^ 
e quindi alle rette HE, HF, IIG *5 perciò i tx-ian- *d.3.XL 
góli rettangoli KHE , KHF , KHG avendo uguali 
i loro cateti, avranno anche uguali le ipotenuse KE, 

KF, KG, e di più ciascuna di queste, com’ è chiaro, 
pareggerà la AD . Or* per gli triangoli simili ADC, 

DBG deve stare AD a DC, come DB a BC; e quindi 
saranno anche proporzionali i quadrati che da ta- 
li rette descrivonsi * ; ma il quadrato di DB sta a * 
quello di BC , come AB a BC ; perciò in questa 
ragione sarà pure il quadrato di AD a quello di 
DC . Laonde essendo AB tripla di BC , sarà aiir 
che il qua<lrato di AD triplo di quello di "DC • 
ma è poi il quadrato di EF triplo di quello di EH*, * 1* 3. 
ed è EH uguale a DC . Dunque sarà il quadrato 
di AD uguale à quello di EF ; e perciò AD pa- 
reggerà EF. Per la qualcosa le KE , KF , KG, 

EF , FG , GE essendo tutte uguali , i triangoli 
EFG , EKF , FKG , GKE saranno tutti equi- 
lateri , ed uguali : e quindi il solido FGEK sarà 
un tetraedo ? . C. B. F. *d,a 6 .XI. 

PROP. II. PROBI. (Prop. 14. LiB. XIII. Eccl.) 

4 

t Costituire un ottaedro , 

Si esponga il quadrato EFGH , nel quale si fig.’]. N. • 
iirino le diagonali EG , FH , che si divideranno 
in parli uguali in K, e ad angoli retti * : indi dal *d. 9 .lV. 
puuto K si tiri al piano EFGH la pexpeudicolare 
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12. XI. MKL *, elle si prolunghi dall” una , e dall’ altra par- 
te del piano in L , M , e tagliate da essa le KL , 
KM ugnali ad una delle KE , KF , KG , KH , si 
uniscano le LE , LF , LG , LH , MF , ME , 
WG , MH ; dico che il solido conlenulo dagli otto 
triangoli ELF , FLG , GLI! , HLE , EMF , 
FMG , GMH , IIME sia un ottaedro. , 

Imperocché essendo EK uguale a KII , e 1 ’ an- 
golo in K retto ; sarà il quadrato di EH doppio 
di quello di EK : e di nuovo essendo EK uguale 
a KL , e r angolo in K retto ; sarà il quadralo 
di EL doppio di quello di EK. Laonde sarà 
quadrato di EL uguale a quello di EH , ed EL 
uguale ad EH . Similmente si dimostra che LH sia 
uguale ad HE ; quludi il triangolo ELH è equila- 
tero . E nel modo stesso dimostrandosi , che sie- 
no equilateri gli altri triangoli , che hanno per ba- 
si i lati del quadrato EFGH , e per vertici i pun- 
ti L , M •, ne segue , che si è in tal modo costi- 
2J.XI. lidio un ottaedro * . C. B. F. 

PROP. III. PROBL. ( Paop.iS. lib. XIII. Enei.. ) 

Costituire un cubo . 

8 , Si esponga il quadralo FGML , e poi dai ver- 
tici F , G , , M , L de' suoi angoli si elevino al 
pianq di esso le perpendicolari FE , GII , iM:V , 
LK , ciascuna delle quali si tagli uguale •■ad un 
lato del quadralo proposto . Finalmente si uni- 
scano le EK , KN , NH , HE ; si verrà in tal mo- 
do a costituire il solido GK terminato da sei qua- 
drati GL , LE , EN , NG , GE , MK , che per- 
.XI. ciò è un cubo * . C.' B. F. 


* 
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PROP. IV. PROBL. ( PROP. iG LIB. XIII. Eucl. ) 

Costituire un icosaetlro . 

Si esponga la linea reità AB dalla quale se ne/g- 9 
tagli la qiiiuta parie * : e tloscritlo su di essa AB * 9, VI. 
il semicercliio ADB , si tiri in questo la CD per- 
pendicolare alla AB, e si unisca DB. Ciò po- 
sto si espónga il cerchio EF(jFIK, ii cui raggio 
VE sia uguale a DB , e descritto in esso il pen- 
tagono regolare EFGHK. , si Li‘^eghino gli ar- 
chi FG , GH , HK , KE , KF , in M , N , 

X , O , L , e si uniscano le EL , LF , FM , WG, 

GN , NH , HX, XK , KO , OE , e le altre LW» 

?IN , NX , XO , f)L ; sarà LMXXO un altro 
pentagono regolare iscritto nel cerchio stesso , ed 
ELFMGNHXKO sarà il decagono . Dopo ciò dai 
punti E , F , G , H , K si elevino al piano del 
cei’chio le perpendicolari EP , FR , GS , UT , KY, 
ciascuna delle quali sia uguale al raggio EV , e si 
uniscano le PR , RS , ST , TY», YP , PL , LR, 

RM , MS , SN , NT , TX , XY , YO , OP. 

E^ poiché le EP , KY sono ainhcdue perpendi^ 
colari al piano stesso , saranno parallele tra loro; ma 
S(jno di più tignali ; perciò anche la PY è uguale e 
parallela alla EK, cioè al lalo del pentagono re- . 
potare iscritto nel cerchio EFGHK. E diiaostran-. 
do nel modo stesso , che ciascuna delle PR , IIS, 

ST, TY sia quant’ il latp d.d pentagono iscriffo 
rei m desimo cerchio, ne segue ohe il retinineo 
PRSTY sia identiio a que.to ueniagooo . È poi 
PE quanto il Iato doli’ esagono iscritf ihile nel 

\ 
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cercliio stesso, EO è quello del decagono, e 1’ angolo 

PEO è retto; quindi PO sarà anche quanto il lato 

* !• 5. . del pentagono * . Similmente si dimostra, che lo sia 

OY ; perciò POY è un triangolo equilatero : e 
nel modo stesso si rileverà , che sieno triangoli 
equilateri gli altri PLR , MRS , SNT , TXY . E 
poiché si è dimostrato, che si PL , che PO sia quan- 
to il lato del pentagono , cioè uguale ad LO ; perciò 
il triangolo LPO sarà equilatero: e triangoli equi- 
lateri pur saranno LRM , MSN , NTX , XYO , 
Or dal punto V , eh’ è centro del cerchio EFGHK. 
si elevi al piano di un tal cerchio la perpendico- 
lare '4^Vn, che si produca dall’ una , e dall’ altra 
parte in >{r , fi , e si tagli la ’VQ uguale al raggio 
del cerchio , e poi le V\{/ , Qfl , ciascuna uguale 
al lato del decagono : finalmente si uniscanole Pfl 
PQ , Yn , EV , LV , , aJ/M . E poiché cia- 

scuna delle VQ , PE è perpendicolare al piano 
del cerchio EFGHK, saranno esse parallele ; ma so- 
no anche uguali ; quindi EV sarà uguale , e paral- 
lela a PQ; e perciò PQ al pari di EV è quant' 
il lato deir esagono . Ma è poi Qfl quanto quel- 
lo del decagono ; dunque Pfl il cui quadrato pa- 
reggia quelli di PQ , e di Qfl sarà quant’ il lato 

* 1. 5. del pentagono * . Similmente si dimostra , che 

Yfl sia quanto il lato del pentagono , cioè quan- 
, o PY ; adunque il triangolo PflY’^ sarà equila- 
tero . £ collo stesso ragionamento si proverà , 
che sia equilatero ciascuno de’ rimanenti triangoli, 
che hanno per hasi le PR , RS , ST , TY , e per 
vertice il punto fi . Di nuovo , poiché il quadra- 
to di '4/^L é uguale ai quadrati di VL , lato dell 
esagono , e di V'F , eh’ è lato del decagono , sa- 
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rà L'P quant’ il lato del pentagono ♦ : e dimostrali-'* 1, 5, 
do che anche MSf sia quanto un tal lato , cioè u- 
guale ad LM , sarà L'PM un triangolo equilatero. 

E nella stessa guisa si dimostrerà , che sieno tri- 
angoli equilateri quelli altri , che hanno per hasi 
le MN,NX, XO,OL, o per vertice il punto V. 

Si è dunque costituito un solido compreso da ven- 
ti triangoli equilateri , che perciò è un icosaedro*. ‘d.ag.XT. 
C. B. F. 

PROP. V. PROBE. ( PROP. IJ. LIB. XIII. Elxl. ) 

Costituire un dodecaedro . 


Si espongano due piani di un cubo perpendico- 
lari tra loro , e sienO questi ABCD , EBCF ; e 
poi si dividano por metà tutt’ i loro lati in G , H 
K , L , M , N , X , e si uniscano le GPK , IIPL, 

MOH , NOX . Indi si dividano le NO , OX , HP 
in estrema , e media ragione ne’ punti R , S , T, 
e sieno OR , OS , PT i segmenti maggiori j e da 
questi punti R , S , T si elevino ai piani BF,BD 
e dalla parte esterna del cubo le perpendicolari 
Ry , SV , TQ uguali a*ciascuna delle OR , OS , 

TP : finalmente si uniscano le BY, YV , VC, CQ, 

QB. D ico che il pentagono BYVCQ sia equilate- 
ro , equiangolo , cd «n un solo piano ; e che quindf 
sia uno di quei dodici , che terminano il dode- 
caedro da costituii'si . * 

Si uniscano le RB , SB , VB . E poiché la linea 
retta NO è divisa in estrema , e media ragione in 
R , saranno i quadrati di ON e dT NR tripli di 
quello di OR * ; cioè i quadrati di BN e di NR, * 1. a. 
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o sia il quadrato di BR sarà triplo del quadrato di 
RO, cioè dell’ altro di RY . Laonde sarà il qua- 
drato di BY , eh’ è uguale a quelli di BR , RY qua- 
druplo del quadrato di RY ; e quindi BY dupla di 
RY . Ma VY è pur dupla di YR ; poiché RS è 
dupla di RO , o sia di RY ; perciò BY è uguale 
ad VY . Similmente si dimostrerà che ciascuna 
delle BQ , QC , CV sia uguale, a BY , o ad YV : 
quindi il pentagono BYVCQ è equilatero. 

Dico ora , che esso sia in un piano . Si tiri dal 
punto G la OZ parallela ad RY , o ad SV , dalle 
parte esterna del cubo , e si uniscano le ZH, HQj 
queste ZH , H(^ dovranno, stare per dritto . Impe- 
rocché essendo la HP divisa in T in estrema , e 
media ragione , sarà BP a PT , come PT adHT; 
ma HP è uguale ad HO , e PT è uguale a TQ, ossia 
ad OZ ; dunque sarà HO ad OZj come QT a TH» 
ed è HO parallela a TQ , perchè sono entrambe 
perpendicolari al piano BD ; come pure TH è paral- 
lela ad OZ , pcrdiò cia.scuua è perpendicolare al 
piano BF . Adunque do.vrà esser ZH in diretto cor» 

* Ba.VI, HQ * : e perciò il piano BQC in cui esiste la par- 

te HQ della linea retta QHZ dovrà essere in di- 
retto col piano BYVC ii\fcui si trova 1’ altra par- 
e HZ della stessa retta QHZ : vale a dire , che 
il pentagono BQCVY si troverà in un piano . 

Bisogna adesso dimostrare , che sia equiangolo . 
E poiché la linea retta NO è divisa in R, in estre- 
. ma , e media ragione , e gli si è aggiunta per drit- 

to la OS , eh’ è uguale al suo maggior segmento 
OR ; perciò anchè la NS sarà divisa in O in e- 
r strema , e media ragione , ed ON sarà il segmento. 

* 1. a. maggiore * . Laonde j quadrali di NS e di SO j 
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o sia di NS e di SV sono il triplo di quello di 
ON , o pure di NB * . Adunque aggiuntovi di co- * I. 
mime il quadralo di NB , saranno i quadrati d^ 

SV , SN , NB uguali a quattro quadrati di NB . 

Mà i quadrati di SN , NB sono uguali a quello di 
BS ; perciò ì quadrati di BS e di SV , cioè il qua- 
drato di BV è quadruplo di quello di BN ; e quiu- 
di BV doppia di BN , o sia uguale a BC . E poi- 
ché le due BY , YV sono uguali alle due BQ, QC, 
ciascuna a ciascuna , e la base VB è uguale alla 
base BC ; sarà I’ angolo BYV uguale all’ angolo 
BQC . Similmente dimostreremo , che l’ angolo Y V C 
aia uguale aH’angolo BQC: quindi i tre angoli BQC, 
BYVjYVC sono tra loro uguali; e perciò il pentago- 
no BQCVY è equiangolo *; ed era anche equilatero. j 
Dunque è un pentagono equilatero ed equiangolo. 

Che se si espongono gli altri due piani del cu- 
bo perpendicolari ad ÀC , e contigui a CE , cioè 
Da/iC , ed AxjB ; e che poi si biseghino anche i loro 
lati, e si faccia la stessa costruzione , che si è fatta 
precedentemente , prendendo da una parte il piano 
Da/3C in cambio del piano AC , e questo invece 
di BF ; e dall’ altra prendendo il piano AxéB in- 
vece di BD , e questo in luogo di CE : si dimo- 
strerà similmente, che i pentagoni QC«D$ , QF-yA^ 
sieno equilateri , equiangoli , ed uguali al primo 
BQCVY , per aver con esso comuni i Iati QB, QC, 

0$ . Si sono dunque costituiti tre pentagoni tan- 
genti i tre lati BC*, DC , AB del cubo ; e coe- 
renti l'uno all’ altro per mezzo dei lati BQ.,Q(^ 

Q9 , che gli SODO comuni . Se dunque col metodo 
stesso si costituiscano altri nove pentagoni tan- 
genti rispettivamente gli altri nove lati del cubo , 
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*d,a8.XI.»i sarà CosliUiltó il dodecaedro * . 

Scolio Generale ì 

Posta (Jnesta generai costituzione delle clilque 
ligure solide regolari , sarà facile adesso il descri- 
Tere uno di essi , clie abbia un lato dato, o iscri- 
'verlo in uUa data sfera. É questa seconda con- 
dizione è stata sempre da Éiiclide aggiunta , come 
seconda parte a ciascuno de’ summentOvati Proble- 
mi 5 poiché essa in effetto si deriva quasi come 
immediata conseguenza dalla prima ricerca. £uclide 
da questa ha di più ricavalo il rapporto , che, serba 
il diametro della sfera al lato del poliedro regola- 
i re in essa iscritto •, e quindi ha rapportati tra lo- 

lo i lati di questi cinque poliedri iscritti in una stessa 
sfera ( F^eg. la Prop. i8. Lib. i 3 . ). Ma noi siamo 
già andati molto innanzi in tale argomento , avendo 
in questa nota compreso quasi tutto il Lib. i 3 . degli 
Elementi, che se conveniva da una parte trala- 
sciare, per la poca importanza dell’ argomento , 
come in quasi tutte le istituzioni si trova praticato, 
non dovevasi altronde omettere di rapportarne in 
qualdie modo i principali Probi, da noi esposti; si 
perchè eran questi necessarj a stabilire la possibilità 
delle deflnizioni , 26 , 27 , 28 , e ag del lib. 
XI ; si anche percliè le costruzioni di essi non 
dovevano , per la loro eleganza , restar obbliate . 

ALLE PROPr. XXII. , e XXlil. DEL LIB. XI. 

Nella Prop. aS”. Euclide dimostra , che ; Se vi 
sieno tre angoli piani due de' tfuali soda maggiori 
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del terzo , comunque si prendano , ed 
lati uguali-, si potrai costituire un triangolo dalle 
consiunfrenti gli estremi de' lati ugitaU ed una tal 
ZposUione su ,erve di Le.,na .Ua cos„uaao„e 
della 23 . Or avendo noi mutala la soluzione d 
questo Problema , abbiamo dovuto anche cam- 
biare quel Lemma Euclideo m un’ altro , eh e 
quello , che trovasi ne’ nostri Elcmenl. . 

^ Intanto siccome la soluzioiy Euclidea della Prop. 
23 che ha il difetto di essere mi po V’oppo lunga , 
non manca nè di rigore , nè di geometrica eleganza ; 
si potrà , da chi amasse conoscerla, riscontrare nell 
Euclide del Simson , ove si trova esposta con mag» 

g, or brevità, c più semplicemente, che nel Testo 

Greco . * 


ALLE rHoPP. A , E B DEL EIE- XI. 

Nella Prop. 26 di questo Libro Euclide assume la 
prima volta , che due solidi terminati da piani si- 
mili , ed uguali sieno uguali, e simili . Adunque 
e» necessario , che tal proposizione si dimostras- 
se prima della 26 . E siccome i solidi di cui trat- 
tasi nella 26. sono parallelepipedi •, e che in gene- 
rale negli Elementi non si tratta d’ identicità , che 
tra figure solide i cui angoli solidi sono compresi 
da tr^ soli angoli piani ; perciò era sufficiente , che 
la dimostrazione poc’ anzi detta si limitasse a que- 
sto caso , niente importando se essa si verifichi, o 
no per gli altri . Or per questa dimostrazione si 
esigeva, com’ è*chiaro , e come si è detto anche 
•nella Nota alla def. io, che si fosse prima dimo- 
stralo , che due angoli solidi contenuti da tre an- 
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guli piatti ri$jK‘ltivamente Uguali , e similmente po- 
sti sono uguali : die perciò noi aLbiamo dovuto 
premettero ally , come due lemmi , le Propp. A, 
e B , dalle quali 1 ' uguaglianza degli angoli solidi 
coiil'euuti da tre angoli piani , e 1 ’ uguaglianza , e 
.similitudine delle figure solide , che hanno le con- 
dizioni espresse nel principio di questa nota , resta 
geometricamente stabilita . Vale a dire , che per 
mezzo di questi lem^i restati rigorosamente dimo- 
strate le Propp. a 5 , à 6 , e a 8 del Lib. XI. ; e 
<[uiiidi le altre , die su di esse sono fondate ; cioè 
le Propp. 27 , 3 1 , ila , 3 i , 34 » * 37 , e 4 ° 

del Libro stesso ^ I' 8 del Lib. i2 , ed il Cor. del- 
la 17 di questo Libro , come si ha ora in Euclide. 

11 Simson per dimostrare la Prop. A vi ha pre- 
messo l’altro lemma , cioè che : Se vi sìeno due an- 
goli solidi , ognun de' quali sia contenuto da tre angoli 
piani uguali tra loro , ciascuno a ciascuno *, i piani 
ne' quali esistono gli angoli uguali saranno simil- 
mente inclinati : la qual verità , come beli si vede 
trovasi al contrario compresa nell'uguaglianza degli 
angoli solidi proposti^ quando questa si dimostras- 
se indipendentemente da quella . Or ritrovandosi 
in Euclide stesso, e nel medc.simo Lib. 11. una di- 
mostrazione , che pare ordita piuttosto a quest’og- 
getto , che all’ altro cui è destinata , quella cioè 
della Prop. 35 , noi 1’ abbiamo preferita alla dimo- 
strazione del Simson ; molto più jierchè da tal di- 
mostrazione se ne ricava per immediata conseguenza 
una verità della quale si ha bisogno nella ^o. del 
Lib. 1 1 , c che Euclide , c Simson <^ano obbligati a 
dimosiraro precisamente con quel ragionamento, 
che a noi è servito per dimostrare riiguaglianza degli 
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angoli solidi di cui trattasi nella Prop. A ( Fcg~ 
gasi la Nota alla Prop. 35 di questo Lib. ) 

Che poi non si verifichi generalmente , che gli 
angoli solidi- contenuti da angoli piani in numero 
maggiore di tre , i tjuali sieno rispettivamente u- 
giiali , e similmente posti , deLLano coincidere ; la 
qual cosa si é già accennata nella Nota alla def. io 
di questo Lih., si può dimostrare nel seguente modo. 

PROP. T E O R. 

Con quattro angoli piani , disponendoli collo 
stesso ordine , si può costituire una moltitudine^ di 
angoli solidi disuguali , 

Sieno M , N , P , Q i quattro angoli piani pro- 
posti , e da essi si supponga già costituito 1 ' an- 
golo solido in A , in modo , che BAC sia ugua- 
le ad M , CAD ad N , DAE a P , EAB a Q . 
Si supponga in primo luogo , che i due angoli AI 
ed N sieno maggiori dei rimanenti P e Q ; che 
perciò questi due ultimi non potranno , insieme 
presi , pareggiar due retti * . Or poiché i due an- 
goli M ed N, cioè BAC e CAD sono maggiori de^' 
angolo BAD * , e che M , cioè BAC , insieme con 
BAD è maggiore di CAD , o sia di N ; cd al con- 
trario N , cioè CAD insieme con BAD è maggiore 
di CAB o sia di AI : perciò dev’ essere AI insieme 
con P e Q , maggiore di N 5 ed N , insieme cogl i 
stessi angoli P e Q maggiore di Al . Laonde dai 
tre angoli piani Al, N, e P insieme con Q, i quali 
hanno le condizioni delle Propp. ao, e ai Lih.Xl. 
si potrà costituire un angolo solido. Sia questo l'au- 
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golo soliJo in a compreso dai tre angoli piani bac 
uguale ad M, cad uguale ad N, e bad uguale a P e Q. 

Ciò posto sieno similmente gli angoli M, Q maggiori 
dei rimanenti due N, P; che perciò nè meno questi 
potranno essere uguali a due retti . Si dingostrer» 
come poc’ anzi, che dai tre angoli piani M , Q , ed. 

N insieme con P si possa costituire un ango- 
lo solido . Si costituisca dunque quest’ altro angolo 
* aG.XI. solido nel punto a della ab * , e sia quello , eh’ è 
contenuto dall’ angolo bac uguale ad M , dall’ an- 
golo hae uguale a Q ; e dall’ altro eoe uguale ad 
^ e P. Or è evidente , che se il piano dell’ angolo 
cad s' intenda rivolgersi un poco intorno alla ca , 
e verso la ba ; minorandosi 1 * angolo bad , e di- 
venendo baf ; si potrà costituire al punto a delia 
ab un angolo solido compreso dai tre angoli pia- 
ni baf, bae , eh’ è uguale a Q , ed eaf , eh’ è lo ^ 
stesso che ead , o sia P : quindi si sarà già costi- 
tuito al punto a della ab un angolo solido conte- 
nuto dai quattro angoli piani bac, caf , fae , eaby 
che sono rispettivamente uguali ai proposti M, N, 

P , Q . £ siccome 1 ' artifizio poc’ anzi adoperato 
' potrà sempre aver luogo , fintantoché il lato ad 
npn cada nel piano dell' angolo eoe , nel qual ca- 
, ; ^ » so svanisce di nuovo 1 ’ angolo solido in a compre- 

so dai quattro angoli piani bac , eaf , fae , eab , 
e ne risulta quello che si contiene dai tre bac , 
bae , eac ; è chiaro perciò , che tra i limiti bad , 
cae si potranno costituire moltissimi angoli solidi 
compresi dai medesimi quattro angoli piani M, N, 

P , Q disposti coll’ ordine stesso . , 

Che se gli angoli M ed N insieme presi risulti- 
no uguali agli altri P e Q presi insieme 5 ritro- 
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vanJosi , o tio anche gli angoli N e P liguali agli 
angoli M e Q ; è chiavo , che la dimostrazione pro- 
cederà nel modo stesso , sol che gli angoli had , 
cae suppongansi per poco minori , il primo di que- 
sti de’ due P , Q , e 1' altro degli altri due N, P; e 
di piu compresi tra i limili dinotati per lo primo 
dalla somma degli angoli P , Q , e dalla differen- 
za degli altri M , N ^ e per 1’ altro dalla somma 
degli angoli N , P , e dalla differenza degli altri 
M , Q . E perciò è chiaro , che anche in questo 
caso si potranno costituire moltissimi angoli soli- 
di dai quattro angoli piani proposti . C. B., D. 

Or dalla dimostrazione rapportata si rileva chia- 
ramente , che questa varietà di angoli solidi com- 
presi da quattro angoli piani dipende dalla di- 
versità dell’ angolo bad , o pur da quella dell* 
angolo cat , ciascun de’ quali vien costituito da 
due lati opposti dell’ angolo, solido in a : che per- 
ciò sarcLbero uguali i due angoli solidi in A , ed 
a , ciascuno compreso da quattro angoli piani uguali, 
e similmente posti, se mai gii angoli BAD , bad fos- 
sero uguali , nel quale caso lo dovrebbero esser pure 
gli angoli CAE, cae\ oal contrario. Vale a dire che 
saranno uguali gli angoli solidi di cui si parla, se essi 
dlvidonsi in due altri angoli solidi, ciascuno compreso 
da tre angoli piani uguali, e similmente disposti : ed 
in generale sarebbe facile il dimostrare , che sono 
uguali due angoli solidi , ciascuno compreso dallo 
stesso numero di angoli piani quanti si vogliano ^ 
se mai essi si dividono in angoli solidi conte- 
nuti da tre angoli piani simdmentc posti , ed u- 
guali rispettivamente . Ha avuto dunque torto il 
Clavio di so^iuguere dopo la definizioue dell* auge- 
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Io solido . Ex hìs vero petspicuum cuivis etit , iltoa 
angnlos solidos inter se esse aequales , qui conlinen-^ 
tur angulis planis et multitudine , et magnitudine 
aequalibus . Nam huiusmodi anguli sibi mutuo con-^ 
gruent , si se se penetrare inlelligantur . 

ALLA PROP< XXXI. DEL LIB. XI. 

Nel Testo Greco questa Pi’op. ha due casi ; il 
primo in cui supponesi , che i Iati dei parallele-» 
pipedi , che insistono alle hasi sieno a queste per- 
pcndiijplari , e^I' altro ^ch'essi t'insistano obhliqua^ 
mente . Noi intanto avendo dimostrato nel Cor. 
della Prop. prcc. , che ogni parallelepipedo alati 
insistenti ohhliqnamente alla base , può rappre- 
sentarsi con un altro, a lati insistenti perpendi- 
colarmente alla base stessa , abbiamo perciò ri- 
dotta la presente dlipostrazione al scilo primo 
caso . Di più il Simson vorrebbe , che il primo, 
di questi casi si distinguesse in due parti , in una 
delle quali si supponessero le basi equiangole , e 
nell' altro no \ ed egli si duole , che ciò non si 
trovi praticato nel Testo Oi’cco , e crede che 
qualche editore antico abbia iutcfssuta la dimostra- 
zione della prima di queste parli a quella della 
seconda . Or siccome una tal seconda parte è la 
2 >iù generale , eh’ essa comprende la prima , e che 
volendo adattare a due parallelepipedi , che hauiiu 
le condizioni della prima parte 1’ appareccliio della 
seconda , si vede chiaramente , che il parallelepi- 
fig. 3o. pedo ICVN risultante dalla costruzione deve con- 
fondersi coir altro CDFN , eh’ è un de* proposti , 
sicché la dimostrazione ne resta da se_ modificata 
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perciò noi non abl^amo credulo Hi dover rappor- 
tare , die la sola seconda parte del caso primo . 

ALLA FKOP. XXXII. DEL LIB. XI. 

• 

L’ editore del Testo Greco nell’ apparecchio di j;g^ 3 l. 
questa dimostrazione omise di dire . che il paral- 
lelogi-ammo FH si dehha applicare alla retta FG 
nell'angolo FGH uguale all’ angolo LCG ; il che è 
necessario : «he perciò multo' a proposito vi hanno 
• supplito Clavio , e Simsou . 

Inoltre ricercandosi in tale apparecchio . che> 
sulla hase FI! si costituisca un parallelepipedo del-, 
la stess’ altezza , che 1' altro CO , ed avente con 
questo di comune il lato FD insistente al piano 
delle hasi ; 1’ editore Greco aveva erroneamente 
tralasciala quest' ultima circostanza , eh* è stata dal 
Simson , e da noi supplita . E la stessa correzio-. 
ne deTe praticarsi nella Prop. 33, 

ALLA PROP. C DEL LIB. XI. 

É da crédere , eh’ Euclide avesse posta ne' suoi 
Elementi una tal proposizione > eh’ é simile a quel- 
la , che aveva già data de’ parallelogrammi equian- 
goli nella aS; del Lih. 6, 

ALLA Prop. XXXV. del hb. XI. 

In questa Prop. si vuol dimostare , che » Se vi. 
sieno due angoli piani uguali , e ne' loro vertici si 
adattino due linee rette sublimi , le quali donlen- 
gano angoli uguali- co' lati degli angoli proposti , 
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ciascuno a ciascuno ; che poi iff queste linee rett* 
sublimi si prendano due punti , c da essi si abbas- 
sino le perpendicolari ai piani ne' quali sono i pri- 
mi angoli , e dai jfunti dove queste perpendicolari 
incontrano tali piani si tirino, le rette ai vertici di 
essi : queste congiungenti comprenderanno angoli 
uguali colle rette sublimi . Da una tal dimostra-. 
zione poi se ne deduce per Corollario : che se 
mai le linee rette sublimi erano uguali ; le perpen- 
dicolari dovevano essere anche uguali • 

Or chi mai potrà sostenere , che tutto questo ar-» , 
tifizio sia di Euclide ; e che questo Geometra , che 
altronde riconosciamo dotato di una grandissima 
sagacia , e penetrazione geometrica , si fosse co- 
sì inganuato in questo luogo P Imperocché o egli 
suppose , che gli angoli solidi contenuti da tre 
angoli piani uguali, e similmente posti sono ugna., 
li , o non lo suppose . Se lo suppose ; perché 
poi usar tanto artifizio per din^oslrare una veri- 
tà , che ne risultava intuitivamente ? Ed ecco 
in qual modo . 

Sieno BAC , bac gli angoli proposti , ed AD , 
ad le linee rette sublimi , che formano 1' angolo 
BAD uguale all’ angolo bad , e 1’ angolo DAC u- 
guale all’ angolo dac : dovranno essere uguali gli 
cingoli solidi in A, q * ; e perciò posti l’ uno nell’ 
altro dovrà 1’ angolo BAC combaciare coll’ altro 
bac , e la AD adattarsi sulla ad , Adunque si pren- 
dano nelle AD , ad i punti D , d , e da essi si 
abbassino su i piani BAC , bac le perpendicolari 
DE , de • è chiaro, che queste , quando gli angoli 
solidi si suppongono coincidere , sono parallele, ed 
gsislono culle AE , ae in vn medesimo piano \ che 
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perciò le comuni sezioni di questi piani cogli altri 
di BAC , bac dovranno coincidere ; e quindi esse- 
re uguali gli angoli DAE , due , 

Che se poi Euclide non volle assumere ; ma di-, 
mostrare , che gli angoli solidi contenuti da tre 
angoli piani uguali , ciascuno a ciascuno , e simil- 
mente posti , sieno uguali , dovè certamente farlo 
prima della ^5 : ed in un tal caso la d^ostrazipne 
della presente Proposizione avrebbe potuto anche 
congegnarsi nel modo poc' anzi detto . Adunque 
nell’uno, e nell' altro caso la dimostrazione della 35. 
del Libro 11 . non è corrispondente all' oggetto 
che vuol dimostrarsi ; che perciò è da credere , 
eh’ essa sia stata ordita da Euclide per dimostra- 
re precisamente 1' uguaglianza di due angoli soli- 
di ,, i quali avessero le condizioni poc’ agzi dettej 
e che quelli editori antichi, chp credettero di po- 
ter assumere senza dimostrazione questa verità , 
si sieno di un tal ragionamento avvaluli per di- 
mostrare la 35. Che anzi per convincersi , che 
questa Proposizione 35. qpn sia di Euclide , ol-; 
tre a ciò che si è detto , basta riflettere , che 
la verità che in essa vuol dimostrarsi non è 
di nessun uso negli Elementi ; .e che al con- 
trario vi bisogna per la dimostrazione della Pro- 
posizione ^o. il Corollario , che se ne deduce . 
Perchè dunque Euclide avrebbe usata in questo 
luogo una Lizzarria geometrica , della quale non 
ve 11 ’ ha altro esempio negli Elementi , e che non 
è certamente senza taccia ? E poi un’ tal Corol- 
lario sì poteva anche dimostrare indipendente- 
mente dalla Prop. da cui si fa dipendere , conio 
può vedersi presso ded Sinison : che perciò ncii^ 
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Sappiamo persuaderci, perchè mai questo Geometra 
abbia ritenuta nel suo Euclide la Prop. 35. , che 
poteva comodamente sopprimere , come noi abbia- 
mo fatto ; deduccndo quel Cor. dalla sua *Prop. 
B, ove aveva dimostralo, che due angoli solidi con- 
tenuti da tre angoli piani rispettivamente uguali, 
e similmente posti possousi far coincidere ; del 
qual prinemio egli in effetto si serve per dimostra- 
re un tal frollano indipendentemente dalla 35. 

ALLA PROP. XXXVl. DEL LIC. XI. 

• 

Questa proposizione conferma ciò , che abbiamo 
detto nella nota precedente : imperocché si vede 
chiaro , eh’ essa può dimostrarsi senta aver biso- 
gno di quella ; e così ha fatto il Tacquet , suppo- 
nendo che gli angoli solidi contenuti da tre an- 
goli piani rispettivamente uguali fossero uguali ; 
la qual cosa nel Libro li. già altre volte si era 
assunta . Ciascun vede però , che tal dimostrazio- 
ne del Tacquet , sia , per ciò che più volte si è 
detto , erronea ; giacché questa piniprictà degli an- 
goli solidi doveva dimostrai'si , e non assumersi . 
Inoltre in una tal dimostrazione il Tacquet sup- 
pone , che i solidi sieno già fatti , e non dimostra 
in qual modo si debbano costruire , come si tro- 
va eseguito nel Testo Greco . Il Simson poi aven- 
do dimostrato il Corollario della Prop. 35. indi- 
pendentemente da una tal Prop. , come si è det- 
to nella nota precedente , ha perciò dimostrata 
la 36 , senza gver bisogno della 35, 
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ALLA PRO». XXXVII. DEL LIB. XI. 

« 

In questa Proposizione si irova ’ assunto , cLe le • 
ragioni triplicate di due ragioni eguali sienp pure 
tra loro uguali . INIa se Euclide non volle assu- 
mere nella Prop. 22. del Lib. 6. , die le ragioni 
duplicate di ragioni uguali sono uguali; il clic per 
altro si può dedurre facilmente dalla Prop. 22. del 
Lib. 5 .; come mai potè poi suppor ciò vero senza 
dimostrazione per le triplicate E per questa ra- 
gione, die noi, seguendo Clavio, e Simson, abbiamo 
dimostrala la presente proposizione in una pianic- 
ra diversa dal Testo Greco ed analoga all’ altra, 
cUe Euclide tenne per la Prop._ 26. del Lib. 6. 

ALLA PROP. XXXVIII. DEt. LIB. XI. 

Questa Prop., sebbene non abbia alcun uso ne-r 
gli Elementi ; pure trovandosi adoperata, da Apol- 
lonio , e da altri Geometri , 1 ’ abbiamo ritcnu-r 
ta ; nè pensiamo come il Simson cb’ essa sia af- 
fatto inutile . 

ALLA PROP. XXXIX. DEL LIB. XI. 

Questa Prop. par ebe sia stata stabilita, da Eui, 
elide negli Elementi come Lemma alla Prop. 17. 
del Lib. i 3 . mentre di essa non se ne trova giam- 
mai fatto alcun uso . Or noi non avendone biso- 
gno per un tal Libro , abbiamo perciò creduto 
couvenicn tc di tralasciarla . 

3 
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LIBRO XII. 


AL Lemma I. del lib. XII. 

Questa verità di cui si ha bisogno nella dimo> 
strazione della Pi op. 5 . del presente Libro , è 1 « 
Prop. 1. del Lib. io. di Euclide . 

AL LeXIHA II. DEL LIB. XII. 

Euclide aveva preposto il Problema di cui si 
tratta in questo liemma alla Propos. 17. del pre- 
sente Libro , nella quale ne avevo bisogno . E que- 
sta 17 , e la i6*di cui si parla dovevano poi for- 
mare gl’ incidenti per la dimostrazione della Pro- 
pos. 18 , nella quale egli per dimostrare , che le 
sfere sono in triplicata ragione de' loro diametri , 
si serve di uu elegante , e comodo ripiego geonoe- 
trico . Or avendo noi in questi Elementi adotta- 
ta una tal maniera di dimostrare in diverse Pro- 
posizioni , tra le quali la seconda del Lib. XII. , 
abbiamo dovuto trasportare la 16. nel principio 
di un tal Libro . Abbiamo poi aggiunto a questo 
Lemma un Corollario , del quale avevamo bisogno 

nelle Propp. 27, e 28 de’ Teoremi di ^^chimede. 

* 

♦ 

ALLA PKOP. IL DEL LIB. XII. 

.Gli antichi Geometri tutte le volte , che volle- 
ro paragonare le figure curvilinee tra di loro , 
le coiisideiiuono come il limite di figure retlili- 
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ree j e dal rapporto di queste vennero in cogni- 
zione del rapporto di quelle . Euclide , per esem- 
pio , avendo dimostrato indipendentemente dal 
numero dei lati , che due poligoni simili iscritti 
in due cerchi orano tra loro in duplicata ragione 
de’ diametri , si spiuse a dimostrar lo stesso per 
gli cerchi , che considerò come i limiti de’ poli- 
goni in essi continuamente iscritti ; ma 1’ idea di 
considerare il cerchio come un poligono d’ influiti 
lati era poco geonieli'ica , perché lipugnante alla 
definizione di una tal curva j e perciò egli , dopo 
essersene servilo per la scojjcrta di tal verità , si 
ricusò giustamente di adottarla per la dimoslrazior 
ne di essa . Archimede pervenne nel mudo stesso 
a determinare le superficie del cilindro , del co- 
no , e della sfera , ed i rapporti delle loro solidi- 
tà , la quadratura della parabola , c le proprietà 
delle spirali ; uè poi volle adottar l’idea di limi- 
le in dimostrare queste sue importanti scoperte.. 
Ed ecco un altro fortissimo argomento , col quale 
resta convalidata la necessità delle dimosti'azipni 
indirette . I Geometri antichi , che. amavano cer-r 
tamentc assai più che noi la purità , ed il rigor 
geometrico , vi sono spesse volte ricorsi , quando 
hanno dovuto nascondere le nozioni dell’ infinito, 
per mezzo delle quali erano pervenuti alla sco- 
perta di qualche verità. E chi ardirà mai soste- 
nere , che sia forse meglio il fondar la conoscen- 
za di una verità importante su di una teoria me- 
tafisica, e paradossa , piuttosto che ricorrere ad un 
ragionamento indiretto convincentissimo ? È vero, 
che r vjso de’ melodi moderni ci ha resi più ar- 
diti a maneggiar le teorie dell’ Infinito ; ma non 
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bisogna però negare gli sforzi , che i più sommi 
analisti hanno fatti jmt evitarle , ben persuasi 
(Iella loro durezza . Qual necessità vi sarà dunrpie 
d’ introdurre queste nozioni negli Elementi di 
Geometria, quando si [juò fare altrimenti, e bene? 

Intanto faremo qui avvertire , che questa Pro- 
posizione 2. del Lih. 12. si trova da noi dimostrala 
in una maniera indiretta diversa dall’ Euclidea , e 
con un ripiego , del quale questo stesso Geometra 
si avvale nella dimostrazione , della Prop. i8. di 
un tal Libro ; sicché i troppo Euclidei nè pure 
' avranno che ridirci . E con questo stesso i-ipiego 
semplicissimo si troveranno da noi anche dimo- 
strate le Propp. li , 12, i 3 del Lih. 12 ; e lo 
Propp. 3 , () , Il , i 4 i 2,4 , 25 , 2j, 28 del nostro 
Libro sulla sfera , e sul cilindro ; il che ha data a 
queste dimosli'azioni tale uniformità , che il giovine, 
avendone imparata^ ima , è npl caso di conoscerle 
tutte, senza stento alcuno : e di più per gli Teo- 
remi di Archimede ci ha risparmiali molti lemmi, 
che il Geometra Siracusano Vi premette , per di- 
mostrarli alla sua maniera 5 ed lia presentale ai 
giovani .delle dimoatrazioni assai più brevi , c me- 
no copipliciitc , che le Archimedee . 

ALLE PROPP. HI. , E IV , DEL HE. XII. 

fg. 43. Nella Prop. 3 . dopo di essersi dimostrato il tri- 
aifgolo EHG uguale , c slmile al triangolo KDL , 
si soggiugne; Eudern rattorte et E AG triangulwn 
est treejuale et simile triuriguìo HKL 5 mentre 
si poteva concliiudcre , che questi - due triangoli 
situo uguali e simili per 1 ’ 8 . del Lil). 1. Di più 
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lin.i volta , die si è concliiiiso , che II triangolo 
E AG sia uguale e slmile all’ altro KlIL , è asso- 
lutamente superfluo il dimostrare , che 1’ angolo 
BAC pareggi 1’ angolo KHL ; il die trovasi ese- 
guilo nel Testo Greco , rjuanJo si vuol provare , 
die i triangoli BAC , KlIL sono «imill . Nella 
Prop. 4- si è poi reso cpialdie passaggio più espli- 
citamente , che nel Testo di Euclide . 

ALLA PROP. VI. DEL LTC. XII. 

Il modo , come da noi si è dimostrata questa 
Proposizione , eh’ è analogo a quello del Simson , 
ha resa una tal diraoslrazioue un poco più Lieve 
dell' Euclidea . 

AL COR. DELLA PROP. Vili. DEL LIB. XII. 

• 

A questa Prop. vi si trova nel Testo aggiunto 
un Corollario , la cui dimostrazione era imper- 
ictta ; poiché si tralasciava di dimostrai'e che le 
phMmìdi triangolari in cui si dividono due pira- 
midi poligone simili , sieno anche simili ; il che 
necessariamente doveva dimostrarsi : e lo stesso 
Euclide così ha praticato in uu caso simile nella 
15 del presente Libro . Noi abbiamo perciò sup- 
plita una tal mancanza , e per non presentare in 
questi Elementi un Corollario corredato di una 
dimostrazione alquanto lunga, abbiamo esibita la 
atesta verità come Scolio . 
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ALLA rROt. XIII. DEL LIC. XII. . 

In questa Prop. si trovava assunto , e non già 
cliniostiiilo , che la comune sezion»; di un cilin- 
dro con un piano parallelo alle sue hasi , sia un 
ctrcljio 5 c noi ahhiamo ciò supplito . 

ALLA rnor. XV. del lib. XII. 

Il primo caso della seconda parte di questa di- 
mosti'azione non si trova nel Tesjto Greco , ed. 
inoltre vi sono alarne cose mancanti anche nel 
secondo caso di una tal parte. E si a quello, che 
a questo ci si è supplito in questi nostri Elementi. 

ALLA PBOP. XVII. del lib. XII. 

In questa Prop. si tratta di descrivere nelVeste- 
riore di due sfere concentriche Un solido poliedro^ 
il qual non tocchi la sfera intcriore-, e nella diraostra- 
Eione di essa vi erano, nel Testo di Euclide, molte 
cose depravate, e mutilate, che il Simson ha corrette. 
Or poiché una tal Proposizione non è che un lem- 
ma della i8. , noi abbiamo trovato opportuno di 
sostituirvi 1 ’ altra , che trovasi ne’ nostri Elementi; 
e ciò per due molivi : il primo, per evitare una lun- 
ga, e complicata soluzione, e dimostrazione , qual’c 
quella che dà Euclide di un tal Problema ; e 1 ’ al- 
tro , perchè il Lemma da noi stabilito espóne a 
dirittura il rapporto di due solidi 'iscritti in due 
sfere , c generati in quel modo , che da noi si è 
* 17. XI. supposto * ; mentre che un tal rapporto , sul quale 


Digitized by Google 



SII 


Note 

è fondata la dimostrazione della Pi’op. i8. , non 
forma presso di Euclide, che un Cor. della sua*iya . 

AVVERTIMENTO. 

L'esserci in questi Libri XI., e XII. molto al- 
Idntanati da una semplice versione , ci ha impedi- 
to di far notare njinutamente i guasti prodotti nel 
Testo Greco dagli antichi espositori , de’ quali si 
potrà esserne pienamente informato dalle Note del 
Simson . Noi intanto conchiuderemo queste nostre 
Note a’ primi sei Libri, ed all' XI” e XII'’ di Euclide, 
dicendo col Simpson, che dalle cose fin qui esposte 
apparisce abbastanza quanto sicno stati corrotti , 
e mutilati dagl’ ignoranti editori gli Elementi dell’ 
accuratissimo Geometra Euclide ; e quindi , che 
r opinione cb' ebbero molli sommi uomini dell’ e- 
dizione Greca , che ora abbiamo , cioè eh’ essa 
poco , o niente si differisca dalla vera opera di 
Euclide , gl’ ingannò senza dubbio, e gli rese per- 
ciò meno accurati in esaminare unqi tale edizione; 
donde è avvenuto , che da’ tempi di Tconc fin 
ora , non abbiano avvertiti in essa alcuni erroin di 
non poco momento . Che perciò ci giova sperare, 
che r impegno , che ci abbiamo preso in restituire, 
e liberare da nei questi Libri , non debba dispiace- 
re ai giusti estimatori delle cose , i quali sapranno 
ben discernere le legittime definizioni , e dimostra- 
zioni da quelle , che non lo sono . E coloro i quali 
linnno teutanto di mutare 1’ ordine , ed il metodo 
Euclideo potranno anche convincersi , che sia tale 
il merito degli Elementi di Geometria composti da 
questo Geometra , che quantunque sì oltremo- 
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ilo co» tutto ciò lumno formata I' amniii’a/ìo- 
ue di tutti i Geometri sommi d’ ogni tempo j e per 
la loro eccellcu/.a sono stati iusegnati in tulle le 
Scuole, Iradolli , e comentati in tutte le lingue, 
l'i quindi si vede, clic con molta ragione a’ facitori 
ilellc ordinarie Istituzioni Geomelriclie , che non 
cessano a folla di comparire a di nostri , per avci* 
^oi un’ efimera durala , si può rinfacciare ciò che 
dice il celehre Giuseppe Torelli nella Prefazio- 
ne al suo Archimede ; Nqn suiti nesciiis , cjiia: 
antiqui pertructanint , cadcni a recentioribut per- 
'tnicrata esse , et quolidie pertracturi ; sed , absil 
dieta invidia , faiioi'e prorsus irrito . Si enim Eu- 
clides , ut de hoc imo ioqìiiir, (diqiia in parie pec- 
cat , cur non rcdargids Sin miteni in omnibus sibi 
cunstat , cur eadcni niihi aliis verbis proponis ? At 
queeditm sciiicet reccntiares detòrquent , invertunt , 
'immutant . Jtu.quidem exislimo : sed tamen dum 
hoc faciunt , quid , qiueso , aliud ugunt , quam ut 
sarcinatores imitcntur , qui foeminaruni vesles quo- 
Xannis rejìnguut , id eas ad sbrculi mores accomo- 
dent ? De brevìtatc autern , quam tantopcre jaclant^ 
quod dicunt , id nihil est ; citm breve nihil dici 
\lebcat , quod sine cxplicatione aliqua intelligi ne- 
quit , et niinus perspicue tradilur . Qu<e cum ita 
siili , opiime illi mihi de Geometria meriti esse vii- 
dentur , qui in antjquis aiictoribus emendandis il- 
lustrandisque operarli pasucrunt . 


♦ 
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AL LIBRO SULLA SFERA, E SUL CILINDRO 


ALLE DEFF. 

Àrcliimede non avevà definito il segmento sfe- 
rico , nè tampoco aveva ciò fallo Euclide ; e noi 
abbiamo supplita una tal definizione . E poi si que» 
sta che le altre del settore , e del rombo conico le 
abbiamo fatte per genesi , a fin di mettere una cer- 
ta uniformità tra esse , e quelle del cono del ci- 
lindro , e della sfera , da te da Euclide nel Libro 
XT. j ed aticlie perchè così facendo ci si è facili- 
tata la loro applicazione a quelle proposizioni iii 
cui se ne fa uso . Infanto si alla definizione del 
settore , che a quella del rombo conico vi abbia- 
mo aggiunta una seconda parte , che contiene la 
definizione di Archimede . 

AI PRIKCIPJ . 

Archimede ha stabilite nel princìpio di questo 
suo Libro alcune Proposizioni, che la maggior 
parte degli espositori ha prese per assiomi ; ma 
che a rigor geometrico non sono tutte tali ■. noi 
ritenendole con qualche modificazione , per ren- 
derle più chiare , c di una più facile applicazio- 
ne , le abbiamo dato il nome , che loro era cgu- 
vonienle , di Principj , 
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ALLA PKOP. III. 

Questa Prop. 3. non si appartiene , presso Ar- 
rìiimede , al Libro presente ; ma all’ altro della 
Misura del cerchio . Essa però era necessaria in 
questo luogo, per la nostra maniera di esporre le 
verità che in un tal Lib. si contengono : e nel- 
lo Scol. vi abbiamo recalo il rapporto delle cii’- 
conferenze di due cerebi , die conveniva esporre 
esplicitamente negli Elementi di Geometria . 

ALLA PROP. V. 

fg. 6o. In questa Prop. Arcbimcde divide 1’ arco ABC 
per metà in B , ed unite le corde ABj BC , DB, 
dice die i due triangoli ABD , BCD sicno mag- 
giori del triangolo ADC : e ad un uomo die in- 
ventava , ciò poteva permettersi . Eutocie nel suo 
dotto Comentario ai Libri sulla sfera , e sul ci- 
lindro volle dimostrar questo passaggio ; e della 
sua dimostrazione tutti i Geometri ne sono re- 
stati paghi , eccettò il celebre Giuseppe Torelli , 
il quale nel suo bellissimo Archimede., a piede di 
pagina dice : hac demonstratio Eutocii non, valet . 
Ed in effetto essa non è succiente a provare 
r assunto , che nel solo caso , che formandosi al 
punto D della AD, e nel piano dell’angolo ADC, 
un altro angolo uguale ad ADB , o a BDC , e pre- 
so nell' altro lato di quest’ angolo una parte ugua- 
le alla AD , 1’ estremo di un tal lato cada al di 
sotto della AC : poiché se ciò non avviene , e che 
questo estremo cada al contrario al di sopra del- 
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« 

]a AC , come si verifica sempre die Tangolo ADB 
è maggiore di ADC ; la dimoslrazione di Eiilocio 
non è soddisfacente . ( Si riscontri una tal dimo- 
strazione ne’ Comeritarj ad Archimede ). Noi ab- 
dianio perciò supplita diversamente questa dimo- 
strazione , come potrà vedersi nella Nola , che 
trovasi inserita nella Prop. 5. 

ALLA PROP. XIV. 

Archimede riduce tutte le superficie curve de’ 
solidi , che considera in questo suo Libro I. , al 
cerchio ; e tutte le loro solidilù al cono . Or avendo 
egli in seguito dimostralo a qual triangolo sia uguale 
un cerchio ( Circuii Dimrnsio Prop. i. ) , ha in 
lai modo ridotte tutte quelle esibizioni di superficie 
curve ad una figura rettilinea y il che era impor- 
tante , non solo per la pratica , in cui spesso si 
ha disogno di valutarle , ma anche in molte ricer- 
che geometriche . Era dunque necessario , che egli 
stabilisse anche un rapporto tra un cono , ed una 
piramide , affinchè que’ solidi da lui ridotti al co- 
n.o , potessero similmente esser valutati in pratica. 
La qual cosa non trovandosi da questo sommo 
Geometra antico eseguita , nè altri avendola an- 
cora esposta con quel rigore , che convenivasi ; noi 
abbiamo creduto opportuno di occuparcene in que- 
sta Propos. i4» » che abbiamo dimostrala per mez- 
zo di quello stesso principio ricavato dall’ ultima 
Propos. del Lib. XII. di Euclide . 
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aatì 

ALLE PHOtP. XV, , XVI., XVII. , E XVIlI, 

Le climosliàzioiii Ji «jueslc Propp sono identlcli» 
a quelle di Archimede . Noi abbiamo però aggiun- 
to alla i6. , ed alla 17. un Corollario , del quale 
avevamo bisogno in alcune dimostrazioni seguenti. 

ALLE PROPP. XX. , XXI. , XXII. , E XXIII. 

Queste Proposizioni sono tanti lemmi per I’ e- 
sibizionc della superficie della sfera, e‘ di quella 
del segmento sferico . 

ALLA PROP. XXIX. 

L’ esibizione di un segmento sferico viene da 
Artbiraede recata nel Libro secondo della sfei'a , 
e del cilindx'o , insieme ad alcnnc altre ricerche ^ 
come quella di: 1 . Rinvenire una sfera uguale ad 
un cono , o ad un cilindro dato : 2 . Dividere una 

sfera con un piano in modo , che le due parti della 
sua superficie sienu in data ragione : 3. O pur sie~ 
no in data ragione i due segmenti sferici ne' quali 
un piano divide la sfera . 4- Costituire una porzio- 
ne sferica simile ad una porzione sferica data , ed 
uguale ad un' altra data : 5.* Date due^ porzioni 
sferiche , che sieno di una stessa sfera , o pur di 
sfere diverse ; costituirne una terza simile ad una , 
e che abbia la sua superficie uguale all' altra : 6. 
Troncare da una sfera una porzione sferica , che 
serbi ragione data al cono , che ha la stessa base^ 
e la stcss' altezza della porzione . Egli poi vi di- 
mostra che : 7 . Ve una fera si seghi con un piano, 
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clic non passa per lo ccutro ; la porzione maggiore 
serba alla minore , minor ragione della duplicata 
della superficie di quella alla superficie di questa ; 
8 . Che la mezza sfera è la massima di tutte le 
porzioni sferiche contenute da superficie uguali . 

Or siccome ninna di queste verità era necessa- 
ria a recarsi negli Elementi , per cui un tal Li-r 
Lro destinato ad abbundantiorem scierUiam poteva 
lenissimo tralasciarsi ; e perciò die noi abbiamo 
trasportata l’esibizione del segmento sferico a far 
parte del i. Libro • 

AL LIBRO DELLA MISURA DEL CERCHIO. 

I principi su i quali abbiamo fondata la pre- 
sente ricerca sono presi da Giacomo Gregory -, ma 
non perciò gli si deve attribuire la maniera come 
noi gli abbiamo applicati a dimostrare le diverse 
verità comprese nel Libro de Dimensione Circuii di 
Arcbimede : che anzi la stessa esposizione di tali 
principi ne’ due Lemmi , è molto più semplice di 
quella datane dal loro inventore Intanto siccome 
a ridurre in .pratica le verità in questo libro com- 
prese è necessario esibire aritmeticapeftte un qua- 
drato 5 e che per gli usi pratici ai quali frequen- 
temente servono i Teoremi della sfera , e del ci- 
lindro , spesso occorre di valutare la superficie , e 
Itì solidità di que" corpi j non sarà perciò fuor di 
juoposilo , che io qui rechi in due Teoremi Ig 
maniei’a di valutare uno spazio rettangolare , e 
la solidità di un parallclcpijjcdo rettangolo , alle 
quali due figure , le altie tutte , come si sa dagli 
Elementi , facilmente si riducono,. 
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PROPOSIZIONE I. 

Teorema. 

Se i due lati che contengono un rettangolo , sie~ 
no espressi con qualsivogliano numeri rapportati 
• ad una stessa unità ; il prodotto di questi dovrà 

dinotare in quadrati dell' unità stessa il rettangolo 
proposto . 

Sieno A , B i Iati di un rettangolo espressi in 
numeri , come si è detto : sarà un tal retlaugolo a 
quello di B nell’unità comune ad À , c B , come 
* 1 . VI. A ad 1*5 e perciò quel rettangolo conterrà que- 
c. 1 j. V. tante volte , quante volte A contiene i * , cioè 
quel numero di volte, eh’ è dinotato da A. Si- 
milmeule il rettangolo di B nell’ unità sta al qua- 
drato di questa , coma B ad i ; e perciò quel ret- 
tangolo conterrà questo quadralo il numero di 
volte , eh' è rappresenlato da B . Laonde il ret- 
tangolo di A in B dovrà contenere il quadrato 
dell’ unità tante volte , quante n’ esprime il pro- 
dotto delle unità di A per quelle di B . 

Scolio. 

Perchè tutte le Ggure rettilinee possonsi 
ridurre a retlangoli ; dalla misura di questo , se 
ne polianiio facilmente rilevare le "regole per la 
misura di quelle . Il che sarchile superfluo di qui 
esporre a disteso . 
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PROPOSIZIONE II. 

Teorema. 

Se i tre lati intorno ad un angolo di un paral- 
lelepìpedo rettangolo sieno espressi in numeri rap- 
portati ad una stessa unità ; il prodotto di questi 
dinoterà il numero de' cubi di quell' unità , che si- 
contengono in un tal parallelepipedo , 

Sieno A , B , C i tre lati di un parallelepipedo 
rettangolo espressi in numeri , come si è detto . 
Ed essendosi dimostrato * , che il prodotto de’ due 
numeri , che rappresentano A . e B esprima in 
quadrati dell’ unità assunta quel rettangolo ter- 
niinatore del parallelepipedo il quale è conte- 
nuto da A , e B : è chiaro , che se un tal piano 
si prenda per base del parallelepipedo , e che per- 
ciò sia C r altezza di questo solido ; dovrà esso 
stare a quell’ altro parallelepipedo della base stes- 
sa , e che ha per altezza 1’ unità , come C ad 1 
cioè quel parallelepipedo conterrà 'questo il nn- 
inero di volte espresso da C . Similmente si di- 
mostra che questo parallelcqiipedo contiene il cu- 
bo dell’ unità tante volte , quante volte il rettan- 
golo di A in B coutieiie il quadrato dell’ unità , 
cioè quel numero di volle, che viene espresso dal 
prodotto de’ numeri , che rappresentano A , e B *. 
Adunque il parallelepipedo proposto dovrà con- 
tenere il cubo dell’ unità quel iimnero di volte , 
che si otterrà prendendo il prodotto di A , per 
B , e per C . C. B. D. 


*p.prec. 


*3a.XI. 


•p.pi’ec. 
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Potendosi tutte le figure solide considerate ne- 
gli Elementi ridurre al parallelepipedo ; si potrà 
per mezzo del precedente Teorema valutare cia- 
scuna di quelle figure solide : che perciò noi ah- 
biamo creduto inutile d’ intrattenerci su questo 

Assunto . 
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